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Výpočet ALF 2. druhu a Jekeliho renormalizace
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Obecný model SHA
Hotineho rovnice
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Sebera et al. (ČVUT & AsÚ) Př́ıspěvky ke globálńı aproximaci 14.11. - 16.11., 2011 2 / 17



1 Úvod
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Úvod Globálńı aproximace

Co mysĺıme globálńı aproximaćı gravitačńıho pole?

• Jde o zpracováńı globálně distribuovaných t́ıhových dat na povrchu Země pomoćı
vhodného funkčńıho aparátu

• Jako funčńı aparát zde budeme uvažovat deriváty Laplaceovy rovnice ∆V = 0 ⇒
sférické a elipsoidálńı harmonické funkce

• Podle p̌ŕıstupu k řešeńı zde rozděĺıme na p̌ŕıstup obecné a p̌ŕıstup s využit́ım
nějakého zjednodušeńı (symetrie)

Obecný p̌ŕıstup (ne-grid data)

• Snaž́ı se do problému zavádět
minimum zjednodušeńı nap̌r. o
geometrickém rozložeńı dat,
referenčńı soustavě dat, ...

• Př́ıstup obvykle vede na velké
soustavy lin. rovnic ⇒ MNČ řešeńı

• Nap̌r. družicové modely ITG03,
ITG10, EIGEN6s o ńızkém
nmax ≤ 360

Př́ıstup symetrie (grid data)

• Předpoklad rovnoměrného
rozložeńı dat (ekvidistance) ⇒
exaktńı kvadratury, FFT

• Předpoklad LNOFe ⇒ bez elips.
korekćı

• Předpoklad LNOFs ⇒ možno
použ́ıt standardńı rovnice
(Koop,Rummel,Petrovskaya,...)

• Možno vyš̌śı nmax, nap̌r.
EGM2008 s 2160(2190).
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ITG10, EIGEN6s o ńızkém
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(Koop,Rummel,Petrovskaya,...)
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minimum zjednodušeńı nap̌r. o
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nmax ≤ 360
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ITG10, EIGEN6s o ńızkém
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• Předpoklad LNOFe ⇒ bez elips.
korekćı
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Úvod Globálńı aproximace
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• Jde o zpracováńı globálně distribuovaných t́ıhových dat na povrchu Země pomoćı
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• Snaž́ı se do problému zavádět
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soustavy lin. rovnic ⇒ MNČ řešeńı
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• Možno vyš̌śı nmax, nap̌r.
EGM2008 s 2160(2190).
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• Jde o zpracováńı globálně distribuovaných t́ıhových dat na povrchu Země pomoćı
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geometrickém rozložeńı dat,
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nmax ≤ 360
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geometrickém rozložeńı dat,
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• Předpoklad rovnoměrného
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Úvod Rozděleńı tématu (2 v 1)

Náplň p̌rednášky

• Elipsoidálńı reprezentace

• Ćıl: optimalizace výpočtu
speciálńıch funkćı (rychlost,
p̌resnost, jednoduchost algoritmu)
pro N ≤ 3000 jako nap̌r.
EGM2008

• Naḿısto Legendreových funkćı 2.
druhu použijeme Jekeliho
renormalizaci

• Sférická reprezentace

• Ćıl: návrh lineárńıho modelu pro
výpočet C̄n,m, S̄n,m do N ∼ 250
odpov́ıdaj́ıćı nap̌r. model̊u z
GOCE, GRACE

• Různá data, obecně distribuovaná
a r̊uzně orientovaná

• Naḿısto standardńıch rovnic
využijeme Hotineho rovnice

• S nimi stanov́ıme rotované rovnice
pozorováńı

Pro metodu symetríı Pro obecné řešeńı MNČ
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu

A) Elipsoidálńı reprezentace - optimalizace
výpočtu Legendreových funkćı druhého druhu v

rámci Jekeliho renormalizace
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu Elipsoidálńı reprezentace

Top alignment

Elipsoidálńı reprezentace V

Řeš́ıme ∆V = 0 v elip. soǔradnićıch {u, ϑ, λ}, v ńıž je
tato rovnice separabilńı. Výsledkem je:

V =
GM

a

X
n,m

Qnm( u
E

)

Qnm( b
E

)
(C̄

e
nm cosmλ+S̄

e
nm sinmλ)P̄nm(cosϑ)

kde Qnm( u
E

) jsou ALF druhého druhu. V praxi ovšem

”
nesb́ıráme“ V , ale obvykle některé jeho derivace:

V ex = − 1
L
Vϑ

V ey = − 1
v sinϑ

Vλ
V ez = v

L
Vu

V exx = uv2

L4 Vu + 1
L2 Vϑϑ + E2 cosϑ sinϑ

L4 Vϑ
V eyy = u

L2 Vu + 1
v2 sin2 ϑ

Vλλ + cotϑ
L2 Vϑ

V ezz = v2

L2 Vuu − uE2 sin2 ϑ
L4 Vu − E2 cosϑ sinϑ

L4 Vϑ
V exy = 1

vL sinϑ
Vϑλ − cotϑ

vL sinϑ
Vλ

V exz = uv
L4 Vϑ − v

L2 Vuϑ − vE2 cosϑ sinϑ
L4 Vu

V eyz
u

Lv2 sinϑ
Vλ + 1

L sinϑ
Vuλ

kde v =
√
u2 + E2 and L =

√
u2 + E2 cos2 θ

EFF - rovńıková soustava {X,Y, Z}
LNOFs - sférická, lokálńı, severně
orientovaná soustava {xs, ys, zs}
LNOFe - elipsoidická, lokálńı, severně

orientovaná soustava {xe, ye, ze}
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Výpočet p̌ridružených Legendreových funkćı 2. druhu
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Jekeliho funkce byla původně určena pro konverze mezi sfér. a elipsoidálńımi Stokesovými
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu Výpočet ALF 2. druhu a Jekeliho renormalizace

Top alignment
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”
perturbative approach“

• Hypergeometrická formulace
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Jekeliho funkce byla původně určena pro konverze mezi sfér. a elipsoidálńımi Stokesovými
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• Rekurentńı vzorce
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• Rekurentńı vzorce
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• Rekurentńı vzorce
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• Poč́ıtáme zlomky
Qnm( u

E
)

Qnm( b
E

)

• Renormalizujeme Qn,m a pak teprve poč́ıtáme (Jekeliho renormalizace)
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu Hypergeometrická funkce a jej́ı optimalizace

Top alignment

Gaussova hypergeometrická funkce

V p̌redcházej́ıćı rovnici je použita hypergeometrická funkce 2F1, která je definována

2F1(α, β, γ, δ) =
∞X
k=0

(α)k(β)k
(γ)k

δk

k!
,

kde (x)k = (x+k−1)!
(x−1)!

. Výpočetńı optimalizace 2F1 spoč́ıvá v zavedeńı povolené

transformace, která by pomohla tuto nekonečnou řadu dovést rychleji ke (p̌rijatelné)
konvergenci ⇒ transformace v podstatě měńı poměry ve zlomku (nap̌r. zvýšeńı (γ)k
urychĺı konvergenci). Nap̌r. transformace

2F1(α, β, γ, δ) = (1− δ)γ−α−β 2F1 (γ − α, γ − β, γ, δ) ,

poskytuje z původńı Jekeliho funkce S̄n,m

∗S̄0
n,m

“ u
E

”
=

„
1 +

E2

u2

«−m
2
„
R

u

«n+1

2F1

„
n−m+ 2

2
,
n−m+ 1

2
, n+

3

2
,−E

2

u2

«
,

kde jsme výrazně sńıžili α, β.
⇒ Rychleǰśı výpočty, sńıžeńı vlivu zaokrouhlováńı

⇒ Derivaćı původńı nebo optimalizované funkce S̄n,m podle u źıskáme ⇒ ∂S̄n,m

∂u
,

∂2S̄n,m

∂u2 ⇒ výpočet Vi, Vi,j .
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu Numerické experimenty

Počet členů pro konvergenci p̌ri relativńı p̌resnosti 10−16. Původńı (horńı
řádek) vs. optimalizované (dolńı řádek)

2F1(α, β, γ, δ) =
KX

k=0

(α)k(β)k

(γ)k

δk

k!
,
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu Numerické experimenty

Dosazeńı do Legendreovy diferenciálńı rovnice, vlevo původńı vs. vpravo
optimalizované

(
u2 + E2

)
S̄2
n,m + 2uS̄1

n,m −
[
n(n+ 1)− m2E2

u2 + E2

]
S̄0
n,m = 0
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Optimalizace výpočtu ALF 2. druhu Numerické experimenty

Ově̌reńı konceptu - výpočet totožných funkcionál̊u s elipsoidálńımi a
sférickými Stokesovými parametry

T |∇T | T exx T eyy T ezz T exy T exz T eyz
Max 15.9

(15.9)
15.9
(14.7)

16.0
(14.6)

15.9
(12.9)

15.9
(13.2)

16.0
(13.9)

15.9
(14.6)

16.0
(13.7)

Min 14.0
(11.5)

11.9
(8.3)

8.2
(5.8)

8.6
(4.4)

8.3
(4.6)

9.0
(5.4)

8.2
(5.1)

8.7
(5.0)

RMS 14.9
(12.8)

13.8
(10.4)

12.7
(10.3)

12.8
(9.9)

12.8
(9.2)

12.8
(9.5)

12.7
(9.8)

12.8
(9.0)

Počet shodných cifer mezi SHS(nmax = 2190) and EHS (nmax = 2190 +
40) ve sťredńı Evropě (ϕ ∈ 〈44, 55〉, λ ∈ 〈5, 23〉 na gridu 5x5 min.). Tensor
Tij byl nejďŕıve rotován do LNOFe a pak porovnán.Počet shodných cifer je

pro dvě č́ısla P1, P2 dán jako log10

(
|P1|
|P1−P2|

)
. V závorkách jsou výsledky

pro původńı (neoptimalizované) Jekeliho funkce.
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Lineárńı model pro MNČ SHA

B) Koncept lineárńı modelu pro sférickou
harmonickou analýzu MNČ
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Lineárńı model pro MNČ SHA Obecný model SHA

Charakteristika obecněǰśıho modelu SHA

• Možnost zpracováńı heterogenńıch dat (CHAMP,
GRACE, GOCE, gravimetrie?)

• Rozd́ıl potenciálu, dráha družice ⇒ vektor gravitačńıho
zrychleńı, gradientometrie ⇒ V, Vi, Vij

• Nutno uvážit, že t́ıhová data maj́ı r̊uznou orientaci v
prostoru

•
”
Méně je v́ıce“ - minimalizace manipulace s

originálńımi daty

• Hardwarové omezeńı - velké soustavy rovnic,
nmax ≤ 360

Rovnice pozorováńı pro lineárńı model

Vi (r, θ, λ) = RV EFFi (r, θ, λ)

Vij (r, θ, λ)| {z }
mě̌reńı

= R|{z}
orientace

V EFFij (r, θ, λ)| {z }
rovnice+poloha

RT
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originálńımi daty
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Lineárńı model pro MNČ SHA Hotineho rovnice

Hotineho rovnice
Opět řeš́ıme ∆V = 0, ale ve sfér. soǔradnićıch {r, θ, λ}. Pak
standardně dostáváme:

V =
GM

a

∞,nX
n,m

„
a

r

«n+1 `
C̄n,m cosmλ + S̄n,m sinmλ

´
P̄n,m,

kde C̄nm, S̄nm jsou hledané sférické Stokesovy parametry. Pro
kartézské derivace V máme odobné vztahy jako u elipsoidické
reprezentace, my zde ted’ použijeme ty, které odvodil Martin
Hotine v soustavě EFF (také Cunningham):

Vi =
GM

a2

∞,n+1X
n,m

„
a

r

«n+2 “
C̄

i
n+1,m cosmλ + S̄

i
n+1,m sinmλ

”
P̄n+1,m

Vij =
GM

a3

∞,n+2X
n,m

„
a

r

«n+3 “
C̄

ij
n+2,m cosmλ + S̄

ij
n+2,m sinmλ

”
P̄n+2,m

Parametry C̄in+1,m, S̄
i
n+1,m, C̄

ij
n+2,m, S̄

ij
n+2,m nejsou

”
klasické“ Stokesovy parametry, ale jejich určité lineárńı

kombinace, tzv. Hotineho koeficienty/parametry.

EFF - {X,Y, Z}
LNOFs - {xs, ys, zs}
LNOFe - {xe, ye, ze}
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Lineárńı model pro MNČ SHA Hotineho rovnice

Hotineho rovnice

Nap̌r. Hotineho koeficienty pro Vxx vypadaj́ı takto:

m = 0

(
C̄xx

n+2,0 = − 1
2 t0C̄n,0 + 1

4 t2C̄n,0+2
S̄xx

n+2,0 = 0

m = 1

(
C̄xx

n+2,1 = − 3
4 t0C̄n,1 + 1

4 t2C̄n,1+2
S̄xx

n+2,1 = − 1
4 t0S̄n,1 + 1

4 t2S̄n,1+2

m = 2

(
C̄xx

n+2,2 = 1
4 tm2C̄n,2−2 − 1

2 t0C̄n,2 + 1
4 t2C̄n,2+2

S̄xx
n+2,2 = − 1

2 t0S̄n,2 + 1
4 t2S̄n,2+2

m ≥ 3

(
C̄xx

n+2,m = 1
4 tm2C̄n,m−2 − 1

2 t0C̄n,m + 1
4 t2C̄n,m+2

S̄xx
n+2,m = 1

4 tm2S̄n,m−2 − 1
2 t0S̄n,m + 1

4 t2S̄n,m+2

kde t0, tm2, t2 jsou funkćı pouze n,m (∼ normalizačńı
faktory).

⇒ Hotineho koeficienty jsou lineárńı funkćı Stokesových

(geopotenciálńıch) parametr̊u

EFF - {X,Y, Z}
LNOFs - {xs, ys, zs}
LNOFe - {xe, ye, ze}
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Lineárńı model pro MNČ SHA Lineárńı model s Hotineho rovnicemi

Rotované observačńı rovnice
Vyjdeme ze vztahu pro vektor gravitačńıho zrychleńı či Eötvös̊uv tensor v libovolné referenčńı
soustavě:

Vi (r, θ, λ) = RV EFFi (r, θ, λ)

Vij (r, θ, λ)| {z }
mě̌reńı

= R|{z}
orientace

V EFFij (r, θ, λ)| {z }
rovnice+poloha

RT

Dosazeńım z Hotineho rovnic źıskáme rotované observačńı rovnice:

Vi =
GM

a2

∞X
n=0

n+1X
m=0

„
a

r

«n+2
P̄n+1,m

h
cosmλ

“
r

i
1C̄

x
n+1,m + r

i
2C̄

y
n+1,m + r

i
3C̄

z
n+2,m

”
+ sinmλ

“
r

i
1S̄

x
n+1,m + r

i
2S̄

y
n+1,m + r

i
3S̄

z
n+1,m

”i
,

Vij =
GM

a3

∞X
n=0

n+2X
m=0

„
a

r

«n+3
P̄n+2,m

h
cosmλ

“
s

ij
1 C̄

xx
n+2,m + s

ij
2 C̄

yy
n+2,m + s

ij
3 C̄

zz
n+2,m

+ s
ij
4 C̄

xy
n+2,m + s

ij
5 C̄

xz
n+2,m + s

ij
6 C̄

yz
n+2,m + sinmλ

“
s

ij
1 S̄

xx
n+2,m + s

ij
2 S̄

yy
n+2,m

+s
ij
3 S̄

zz
n+2,m + s

ij
4 S̄

xy
n+2,m + s

ij
5 S̄

xz
n+2,m + s

ij
6 S̄

yz
n+2,m

”i
.

⇒ Zvýš́ı se nmax rozvoje, žádné derivace P̄n,m a jednoduchá algebraická struktura
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Lineárńı model pro MNČ SHA Numerické experimenty

Ově̌reńı konceptu pro Tz , Tzz , EGM2008, nmax = 70 (90 tiśıc mě̌reńı, 5000 neznámých)
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Lineárńı model pro MNČ SHA Numerické experimenty

Test SHA pomoćı elipsoidické korekce εh ≈ e2 sinϕs cosϕs
1
r
Tϕ. Vlevo SHA(δge = T ez ), vpravo

SHA(δgs = T ez + εh), EGM2008, nmax = 70 (90 tiśıc mě̌reńı, 5000 neznámých)
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Lineárńı model pro MNČ SHA Numerické experimenty

Výpočet vlivu normály na výšku geoidu pro r̊uzné kombinace dat (EGM2008, N = 70) z EON =

SHS (SHAe(l)− SHAs(l)). Horńı vlevo l = {T ex , T ey }, horńı vpravo l = {T ezz}, dolńı vlevo

l = {T exx, T eyy} a dolńı vlevo l = {T exy , T exz , T eyz}.
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Shrnut́ı

Výpočet elipsoidálńıch funkćı Jekeliho
renormalizaćı

• Založeno na hypergeometrické
definici Q̄n,m ⇒ S̄n,m

•
”
2 mouchy...“ - funkce pro

poč́ıtáńı s EHK a současně pro
výpočet konverze koeficient̊u

• Velmi p̌resné pro optimalizované
funkce (nejhů̌re 8 platných cifer
pro nmax = 2190)

• Výpočet S̄0
n,m, S̄

1
n,m, S̄

3
n,m v řádu
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vztaźıch pro Vi, Vij (jen některá
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Stokesových parametr̊u

• Pozor na p̌reklepy v Hotineho

”
Mathematical Geodesy“ ve
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definici Q̄n,m ⇒ S̄n,m

•
”
2 mouchy...“ - funkce pro
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observačńı rovnice ⇒ rychlost
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• Nepoťrebuje derivace P̄n,m ...
rychlost, menš́ı vliv zaokrouhlováńı
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optimalizaci.
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observačńı rovnice ⇒ rychlost
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poč́ıtáńı s EHK a současně pro
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definici Q̄n,m ⇒ S̄n,m

•
”
2 mouchy...“ - funkce pro
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vtěrin s (1.6GHz, 1CPU, Matlab).

• Hypergeometrická formulace ⇒
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• Heterogenńı data Vi, Vij v
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