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Kapitola 1

Zaklady teorie plazmatu

Tato kapitola shrnuje latku prednesenou autorem v zimnim semestru 2013/2014 v rdmci prednésky
NTMFO020 “Zaklady teorie plazmatu”. Dalsi ¢ast tohoto pfedmétu tvoii prednasky dr. R. Panka.

1.1 Kineticky popis plazmatu

Plazma je silné ionizovany plyn. Pro chovani plazmatu jako celku jsou proto dulezité nejen vzajemné
srazky jeho Castic, ale také elektromagneticka interakce, predevsim pusobeni vnéjsiho nebo kolek-
tivniho magnetického pole, zaroven vsak i interakce se zafenim. Pro velmi fidké plazma lze dy-
namiku plazmatu do zna¢né miry odvodit z pohybovych rovnic nabitych ¢éstic ve vnéjsim poli.
Pfi vyssich hustotdch nabyva na dilezitosti kolektivni chovani éastic,® k jehoz matematickému
popisu je tfeba vychazet ze statistickych metod kinetické teorie. Z té 1ze uzitim zjednodusujicich
predpokladu odvodit i magnetohydrodynamické rovnice, jak ukdzeme v této podkapitole.

1.1.1 Kineticka rovnice

Vysetiujme nejprve pravdépodobnost obsazeni f! v systému s koneénym poéctem stavi {i|?_,}
(napf. excitaéni stavy elektronu v atomu vodiku). Pro ¢asovy vyvoj obsazeni stavi nekvantového
systému? plati tzv. kineticka rovnice

d . , .
a7l = Y (Pl = Pyf), (1.1)

J

kde P;; je pravdépodobnost piechodu systému ze stavu ¢ do stavu j za jednotku casu. V dusledku
symetrie kvantové mechanického popisu vuéi inverzi ¢asu plati (pro pfechod mezi elementdrnimi
kvantovymi stavy) princip vratnosti
Pij = Pji (1.2)
a v dusledku zachovani energie (a tedy homogenity v ¢ase) jsou mozné piechody pouze mezi stavy
se stejnou energii B,
Pij ~§(E" — E9) . (1.3)

1V uzsim smyslu slova byva plazma definovano pravé jako kvazineutralni plyn dominovany kolektivnim chovénim.
V redlném vesmiru ovSem nenf ostra hranice mezi plazmatem a dalsimi stavy latky a v chovani plazmatu ¢asto hraji
podstatnou roli i dalsi procesy.

2V odstavci 1.2.2 se budeme zabyvat modifikaci tohoto vztahu pro kvantovy pifpad fermionové nebo bosonové
povahy systému. To muze byt dulezité napf. pro volné stavy elektronu v plazmatu. Pro diskrétni stavy ovSem
zpravidla pfedpokldddme jediny elektron v poli jadra, resp. statistiku excitaci vzédjemné nezdvislych iontu.



To plati pro izolovanou soustavu. Pokud je soustava v interakci s vnéjsi soustavou (‘tepelnym
rezervodrem’; naprt. s kinetickymi stupni volnosti okolnich vodikovych atomu, nebo s polem zdieni)
popsanou obsazovacimi ¢isly F* ve svych stavech, musime vyjit z rovnice (1.1) pro sjednoceni obou
podsoustav

d ik j ol i ik
%(JMF )= zl:(le,ikij = P f'F7) . (1.4)
J
Pouze pro toto sjednoceni nyni plat{ vratnost i zachovani energie (P ji = Pjiik ~ S(E' + EF —
EJ — EY). Jestlize rezervodr muzeme povazovat za staciondrni, %F’“ = 0, pak vystfedovanim
rov. (1.4) pies rozdéleni F* dostaneme formélné opét rov. (1.1), kde ovSem pravdépodobnosti
prechodu sledované podsoustavy

P 2k P F! p. = 2 P i F*
5= TS S S

samostatné nesplitujf ani (1.2) ani (1.3). Pokud naSe sledovand soustava interaguje soucasné s vice
vngjsimi soustavami (napf. opét excitaéni stupné volnosti se zafenim i srdzkové s nalétavajicimi
Césticemi), muzeme celkové pravdépodobnosti pfechodu zapsat jako soucet pifspévku od jed-
notlivych procesu (P;; = P + PEY).

Rovnice (1.1) muzeme integrovat v ase, pricemz vychazime ze zvolenych poc¢ateénich podminek.
Vysledkem integrace je exponencidlni relaxace do stavu, v némz maji vSechny stavy (mezi nimiz
miuze dochdzet k pfechodum a maji tedy stejnou energii ev. dalsi zachovévajici se velic¢iny) stejné
obsazeni. Napf. pro dvou-stavovy systém mé kinetickd rovnice (1.1) tvar

d( fi\_(-P P fi
il )07 %)(%) as
a jeji casové Teseni

fi _ L A+ f L fi—Jfa
( f2 >(t)_2( fi+ fo >t_0+2e p( 2Pt)< fo—f1 )t—O ' (17)

Cviceni 1 Napiste a vyreste kinetickou rovnici pro troj-stavovy systém, ve kterém pravdépodobnosti
prechodu Pos = 0 < Pi3 = ePyo. Diskutejte pripad € < 1.

(1.5)

Muzeme tedy hledat staciondrni feseni kinetické rovnice, % fi =0, ke kterému by mély stavy
asymptoticky konvergovat. V tom pfipadé se kinetickd rovnice redukuje na soustavu linedrnich
algebraickych rovnic statistické rovnovahy

0= (Pif = Pyf"). (1.8)

J

Tato soustava je homogenni a protoze vzhledem ke svému fyzikalnimu smyslu mé mit netrividlni
feseni, musi byt singuldrni (coz vyplyvéd i z rov. (1.2)). Proto k ni musime doplnit normovaci

podminku, napf.
Y ofi=1. (1.9)

Jak si ukdzeme v odstavci 1.3, v termodynamické rovnovaze je obsazeni jednotlivych stava
déno jistymi funkcemi jejich energie, parametrizovanymi teplotou. Rovnovaznému rozdéleni se ste-
jnou teplotou musi odpovidat vSechny vzajemné interagujici stupné volnosti vSech cCastic. Jestlize
néktery z nich ma odlisné rozdéleni, muze zpusobit odchylky od rovnovdahy i ostatnich stupiit



volnosti. Pokud pravdépodobnosti prechodu mezi ruznymi stavy jistého podsystému jsou mno-
hem vétsi nez jeho interakce s ostatnimi (napf. nerovnovdznymi) podsystémy, muze se ustavit
jeho vnitini rozdéleni velmi blizké rovnovaznému s takovou teplotou, pii které je splnéna jeho
energetickd rovnovdha s ostatnimi podsystémy. Takovy predpoklad muze podstatné snizit pocet
neznamych v soustavé kinetickych rovnic a tim zjednodusit jeji feseni. Pro stavy, jejichz inter-
akci s nerovnovaznymi podsystémy nelze zanedbat, je tfeba vyjadrit vSechny pravdépodobnosti
prechodu (tzv. ‘rate(s)’) a Fesit pro né kinetické rovnice.

Ptikladem mohou byt hvézdné atmosféry, kde srazky mezi kinetickymi stupni volnosti zpravidla
dosti dobte zabezpecuji ustaveni termodynamické rovnovahy s kinetickou teplotou, kterd je ovsem
zavisld na hloubce v atmostéfe (tzv. lokdlni termodynamickd rovnovdha, LTE). Naproti tomu
zéfeni je spektralné i smérové odlisné od Planckova rovnovazného zafeni cerného télesa, protoze
z hlubsich vrstev s vysSi teplotou prichdzi teplejsi a z vnéjsich vrstev chladnéjsi zareni a tyto
odchylky jsou vétsi ve frekvencich, ve kterych m& atmosféricky materidl mensi opacitu a tedy
vétsi stfedni volnou drdhu fotonu. Excitaéni stupné volnosti interaguji srazkové s kinetickymi
stupni volnosti, ¢imz se jejich rozdéleni pfiblizuje LTE, ale soucasné zarivé prechody (zejména
v nejsilnéjsich ¢ardch) mohou tuto rovnovahu narusovat a zpusobovat NLTE (‘non-LTE’) rozdélen{
Protoze prostfednictvim pieskoki do téchto nerovnovaznych hladin se také vymeénuje energie mezi
kinetickymi stupni volnosti a zdfenim, muze vysledek feseni NLTE podstatné ovlivnit i prostorovou
zavislost teploty téch stupnu volnosti, které v LTE jsou.

Jesté extrémnéjsim pripadem je statistickd rovnovaha okolohvézdné a mezihvézdné hmoty, kde
diky nizké hustoté a tedy malému vzajemnému ruseni maji ionty velky pocet diskrétnich hladin.
Jejich obsazenf je dominovano interakef se zdfenim centralnich (pro planetdrni mlhoviny) ¢i okolnich
hvézd. Toto zafeni miva spektrum odpovidajici teplotdm iddu 104K, ale diky velkému zfedéni
hustotu odpovidajici teplotam fadu pouze 10'* K. V rovnici statistické rovnovéhy proto zpravidla
prevazujf ¢leny fotoinizace ze zdkladni (nejpopulovangjsi) hladiny, rekombinace do vyssich hladin
a deexcitace, tj. postupné kaskadovani zpét do nizsich hladin.

1.1.2 Ionizac¢ni rovnovaha a Debyovské stinéni

I kdyz plazma muze byt i v nerovnovazném stavu, predpoklad termodynamické rovnovéahy, kterému
je vénovana kapitola 1.3, ¢asto umoznuje alespon priblizné popsat jeho vlastnosti. Predpokladejme
tedy, ze ¢dstice plazmatu obsazuji diskrétni stavy (napf. vnitin{ stupné volnosti) i spojité (napf.
kinetické) stupné volnosti s pravdépodobnosti danou Boltzmannovym rovnovéznym rozdélenim
f ~ exp(—E/kT), kde E je energie stavu, k je Boltzmannova konstanta a T je teplota, kterd
rozdéleni parametrizuje.? V termodynamické rovnovaze je poéet n; subsytému ve stavu 4

n; = - €xp <_kT> , (1.10)

kde F; je energie stavu i, n je celkovy pocet subsystému ve vSech stavech a
B
Z = - 1.11

je tzv. stavova suma.
Pokud stavem ¢ rozumime napt. elementarni kvantovy stav elektronové obélky vodiku podobného
iontu, pak tento index zastupuje ¢tvefici kvantovych ¢isel n,l, m, s, pficemz energie elektronu v

3Specidlnim pifpadem je Maxwellovo rozdéleni rychlosti v Edstic, které dostaneme pro kinetickou energii ¢astic
E = mv?/2, nebo barometricka formule pro potencialni energii ¢astic E = mp.



tomto stavu je v aproximaci Bohrova modelu ddna pouze hlavnim kvantovym é&islem, E,, = Ey/n?,
a je stejnd pro g, = 2n? elementédrnich stavi (I = 0,1,....,n — 1, m = —I,...,1, s = £1). Proto se
vyjadieni stavové sumy zpravidla zjednodusuje na soucet pres vSechny rozdilné energetické hladiny

1=n
E.
Z = : —— . 1.12
oo () 12

Pokud je kT < |Ei|, pak (vzhledem k tomu, ze E; < 0, napf. pro zakladni hladinu vodiku
—FE; ~ 13.6eV ~ k.157887K) je ny > ns > ng..., ale stavovd suma by piesto pro nekone¢ny pocet
hladin divergovala, protoze samotna exponencidla v ni pro ¢ — oo konverguje k jednicce a vdha
g; stavu i kvadraticky roste. Bohruv model ovSem popisuje idealizovany stav jediného atomu v
nekoneéném prostoru a stfedni poloméry elektronovych drah v ném s hlavnim kvantovym ¢islem
rostou ((r) ~ r1(3n% — (1 +1))/2, kde 71 = h?/(47*m.e?) ~ 0,529.10~°m je Bohriiv polomér),
takze v redlném plynu jsou vysoké excitované stavy ruseny polem okolnich ¢astic. Tomu do jisté
miry odpovida také napt. Inglisuv — Telleruv vztah

log(n; + ne) =~ 23.491 — 7.51og () (1.13)

pro nejvyssi Balmerovu ¢aru z hladiny n,, pozorovatelnou ve spektru atmosféry hvézdy s hustotami
iontt n; a elektronii n. (na cm?®), nez jeji rozsfieni Starkovym jevem zptisobi splynuti se sousedn{
hladinou.

Rovnice (1.10) urcuje také stupen ionizace v termodynamické rovnovaze. Vypocet relativniho
obsazen{ diskrétnich (napf. excitacnich) i spojitych stavu (ve fdzovém prostoru) v rovnovéze pomoci
Boltzmannova rozdéleni je piimocary. Pfi vypoctu ionizacni rovnovdhy ovSéem musime vzijemné
porovnavat pocty elementarnich kvantovych diskrétnich i spojitych stavu. Fézovy prostor tedy
musime kvantovat pomoci relaci neur¢itosti, abychom dostali spocetnou (stéle vSak nekone¢nou)
mnozinu elementédrnich stavii o fazovém objemu d°T" = d>zd>p ~ h3. Proces ionizace a rekombinace

Xij = Xij+1te, (1.14)

kde X ; je j-krat ionizovany prvek X; a e je elektron, muzeme chédpat jako chemickou reakci (srov.
kapitolu 1.3.3) a jeji levou a pravou stranu za dva ruzné stavy (presnéji dvé mnoziny elementarnich
stavi, které oznacime L a P) téze fyzikalni soustavy. Potom

Z Z
ny = n7L , np= n7P , (1.15)
kde
n=mnr+np, Z =75+ Zp, (1.16)

a stavové sumy kazdé strany chemické reakce lze napsat jako soucin stavovych sum piislusejicich
jednotlivym stupniam volnosti « (vnitinim i kinetickym),

1 1
Zip= exp | —— Eio|= exp (—Ei,a> . (1.17)

Stavovou sumu pfislusejici nerelativistickému translaénimu pohybu ¢dstice o hmotnosti m muzeme
napsat jako souéet pies elementarni kvantové stavy velikosti d°T = dPzd®p ~ h3 ve fazovém

prostoru
2 3,73 3/2
P d>xd’p 2rmkT
T = — =V — , 1.18
¢ / P ( 2ka) E ( h? (1.18)




kde V' je jednotkovy objem, a stavovou sumu vnitinich stupiii volnosti iontu X;; jako soucin
stavové sumy odpovidajici ioniza¢ni energii | E; ; 1| ze zakladni hladiny (tj. jednoduchého soucinitele
exp(—E; ;1/kT), kde E; ;1 < 0) a sumy odpovidajici excita¢ni energii F; ;1 — E; ; x do hladiny k

Eiji—Eijk
Ui,j = gexp <M_, . (119)
Z rovnice (1.15) tak muzeme odvodit Sahovu rovnici ioniza¢ni rovnovihy
3/2
N, 417 np ZP 27TmekT Ei 7,1 Ui 41
— == — =2 —— — ) 2 = K, 1.20
T3 ny, ZL ( h? P kT Uz',j J ( )

kde n;; a m. jsou nyni ¢iselné hustoty ionti X;; a elektront (tj. jejich pocty v jednotkovém
objemu V). Koeficient 2 pfed Zi, volnych elektronit odpovidd jejich vnitinimu stupni volnosti
orientace spinu, na némz jejich energie nezavisi. Stavové sumy Zi,. iontu jsme zkratili v priblizeni
m; j ™~ m; jy1, presnéji bychom méli m, nahradit redukovanou hmotou elektronu mem; j+1/m; ;.
Doplnime-li podminku kvasineutrality

ne =Y jnij, (1.21)
(2%}
muZeme pro zadané hustoty n; = ; M, Jednotlivych druhu €éstic fesenfm soustavy rovnic (1.20)
vypocitat elektronovou hustotu n. a stupné ionizace vSech ¢astic.
Cviéeni 2 Odvod’te a veste Sahovu rovnici pro Eisté vodikové plazma.

7Z predpokladu Boltzmannova rovnovazného rozdéleni muzeme odvodit také napiiklad stiedni
hustotu prostorového rozdéleni kladné i zaporné nabitych ¢éstic v okoli kazdé zvolené nabité ¢astice.
Hustota n, ¢astic s ndbojem ¢ ve vzdalenosti r od zvolené ¢éstice s ndbojem @ je tedy

ng(r) = g0 €xp (- ql‘fg)) ~ ngo (1 - kq;z 4 o(¢52)> , (1.22)

kde nqo je stfedni hustota a T, teplota téchto ¢éstic a ¢(r) je elektrostaticky potencidl. Ten je
feSenim Poissonovy rovnice

1d, ,do an
Vi = 72%(7"2%) =4 (Qé(r) + Xq:qnq> ~ 47 <Q5 - ; kTZO gb) . (1.23)

V tpraveé této rovnice jsme vyuzili pfedpokladu kvasineutrality plazmatu 4 47q0 = 0 a zanedbali
4

jsme ¢leny nelinedarni ve ¢. ReSeni této rovnice ma tvar

Q r
_ ¢ _ 1.24
¢=exp ) (1.24)
kde 5
2 =ary L 1.2
D ™ kTq ( 5)

q

4Shodny tvar mé také Yukawtv potencidl v jaderné fyzice.



udéavé tzv. Debyeuv stinici polomér Ap, na skale jehoz velikosti je exponencidlné tlumen coulom-
bicky potencidl ndboje g zvolené ¢éstice.”

Aby mohly byt uzity postupy tohoto statistického vypocétu, musi byt splnéna podminka, ze
uvniti objemu o velikosti Ap se nachazi velky pocet nabitych castic, ¢ili ze tzv. plazmovy parametr

A=) ngAh > 1. (1.26)
q

V rozvoji (1.22) jsme k tomu uzili pfedpokladu, ze kinetickd energie ¢dstic v Debyeové sfére je
mnohem vétsi nez jejich potencialni energie

(1.27)

vvvvvv

nekonec¢ny také pocet vazanych stavu, v nichz maji elektrony nizsi energii a tedy vétsi pravdépodobnost
vyskytu nez ve volnych ionizovanych stavech. To by ovSem platilo pouze pro atom osamoceny v
celém vesmiru. Ve vyssich hladinach jsou vinové funkce prostorove rozlehlejsi a proto jsou v realném
plynu ¢i plazmatu ruSeny okolnimi ¢asticemi. Fakticky pocet hladin je tedy konecny a musi byt
omezen v zavislosti na hustoté ¢astic. Alternativni zpusob odhadu poctu stabilnich hladin je zalozen

na feseni Schrodingerovy v debyeovsky stinéném potencialu, v némz je pocet vazanych stavu re-
dukovan v zavislosti na velikosti stinéni. V poruchovém piiblizeni maji vyssi hladiny pozitivni
energii a jsou tedy nestabilni.

1.1.3 Boltzmannova rovnice

Piedpoklddejme, Ze plyn se skladd z velkého poctu (N) ¢éstic jednoho druhu, jejichz stav je popsén
soufadnicemi z* a hybnostmi p; (i = 1,2,3). Stav plynu lze potom popsat tzv. jednocasticovou
rozdélovaci funkel f = f(¢, 2", p;) uddvajici pocet ¢dstic v jednotkovém objemu fazového prostoru

d°N = f(t, 2, p;)d’zd’p . (1.28)

Za jednotku fazového objemu mizeme zvolit objem elementdrniho kvantového stavu (d°T =
(dxdp)3 ~ h3) a f potom bude znamenat pravdépodobnost obsazeni stavu.

7Z jednocésticové rozdélovaci funkce f muzeme vypocitat nékteré makroskopické velic¢iny charak-
terizujici plyn. Z nich nejdulezitéjsi jsou hustota ¢édstic n (hmoty p), hustota hybnosti 7 (rychlost
v) a slozky tenzoru napéti T' (vuéi souradnicové soustavé, resp. 7 vuéi vlastni klidové soustavé
plynu), tj. slozky tenzoru energie-hybnosti, které jsou ddny jako momenty f

n=p/m = ()= [ i (1.29)
m=p' = (pif) E/pifd% (1.30)
mT% = m(pv'v? +79) = (pip; f) = /pipjfd3p, (1.31)

5V literatufe se nékdy traduje chybné tvrzeni, ze k debyeovskému stinéni piispivaji pouze elektrony, protoze
ionizované atomy jsou tézké a malo pohyblivé. Rovnovazné feseni ovSem nezavisi na tepelné rychlosti ruznych ¢éstic
a z kvadratické zavislosti na q je zfejmé, ze jednou ionizované atomy pfispivaji ke stinéni stejné a vicekrat ionizované
atomy dokonce jesté vice nez elektrony.



kde m je hmotnost jedné ¢astice. Ze stopy tenzoru napéti muzeme vypocitat i hustotu kinetické
energie (nerelativistickych ¢dstic)

ST = 5 oo = (pif) = [ g (1.32)
= S 1r =3 =g DPiPiJ) = o s .
2 oPV T e =G PP om? ¢ P

kde g9 = % >, 7" je hustota tepelné energie.
Vsimnéme si, ze zatim co veli¢iny n, p, 7 a T jsou linedrni funkcionaly rozdélovaci funkce f,
veli¢iny v a 7 ¢astéji uzivané v hydrodynamickém popisu (misto 7 a T) jsou nelinedrni.

Pohyb kazdé castice lze popsat trajektoriemi = = x(t), p = p(t) ve fazovém prostoru (viz napf.
obr. 1.1.a). Jestlize ¢dstice nemohou s ¢asem vznikat ani zanikat a jestlize plati tzv. Liouvilleav

teorém® , _
- = 1.
Tdt 2 <8xZ + 3pi> 0, (1.33)

1=

tj. fazovy objem je invariantem pohybu, pak je také f invariantem pohybu a plati pro néj bezesrazkova

Boltzmannova rovnice ]
df _of dx*0f dp, Of

t ot dt Ox*  dt Op;

Specidlnim, ale pfitom dosti obecnym, piipadem kdy plat{ Liouvilleiv teorém (1.33) je piipad
hamiltonovského pohybu popsaného kanonickymi pohybovymi rovnicemi

=0. (1.34)

da? _OH dp;  OH

= —_— = 1.35
dt  Op;’ dt oxt (1.35)
Pak totiz s ;
1dl ox'  Op; 0’H 0*H
= = - — — =0. 1.36
T dt lz: <8x1 8pi> ; <8pi8x’ Jz*Op; ( )
Boltzmannovu rovnici (1.34) 1ze v tom piipadé zapsat také pomoci Poissonovych zdvorek
of
H,f]=0. 1.37
5 UL f1= (1.37)

Pohyb kazdé ¢éstice je obecné urcen jednak pusobenim vnéjsich poli ale i vzajemnou interakci
s ostatnimi ¢dsticemi plynu. Hamiltonian kazdé ¢astice je tedy zavisly i na stavech ostatnich ¢astic
a pohybové rovnice (1.35) vSech N ¢dstic jsou vzdjemné svazané. V tom piipadé je invariantn{
pouze fazovy objem d*NT v prostoru stavii celého systému N éistic a misto rovnice (1.37) plati
pouze rovnice
Ofn

ot

pro N-c¢asticovou rozdélovaci funkci fy = fy(21,....,2n,p1,...,DN,t) reprezentujici pravdépodob-
nost vyskytu celého systému v daném stavu, resp. pocet systému z néjakého velkého souboru

—[Hn, fN]=0, (1.38)

6 P#i jednoparametrické grupé transformaci & = &(t,&) v N-dim prostoru se totiz objem I' = de£ =
dE(t+AL)
98 | 4N Ne o — i ' 85(1) =1 oet) g N ¢ N
f'agold §o méni I = f |3§0|d o = fhmAt%O | I [d¥&o = fZizl 8§1|3€0 |d™ o

vt

2t

Eiv 1 ggl T" (specidlnim piipadem je ¢asovd zména d V= V

v?.)

objemu V elementu tekutiny v rychlostnim poli



i
L

Obrézek 1.1: Fazové trajektorie. Jednorozmérny pohyb a) neinteragujicich ¢dstic ve vnéjsim poli

potencidlové bariéry ®(z) = —22, b) volnych &éstic interagujicich @ (x4 — 28) = (x4 — 2B) 2.

systému, které jsou v daném stavu. Pro K ¢dstic (K = 1,..., N — 1) muzeme zavést K-cdsticovou
rozdélovaci funkci

N
fK(«rla"'axKapla"'apK7t):/fN(:Ela"'7‘TN7p17"'7pN7t) H d3x1d3pi7 (139)
i=K+1

vyjadiujici pravdépodobnost jejich vyskytu v jistém stavu z 6 K-dimenzionalniho podprostoru pros-
toru stavu vsech ¢dstic bez ohledu na stav zbyvajicich N — K ¢éstic (pfedpokldddme implicitné,
Ze vSechny ¢dstice jsou stejného druhu a zdména stava kazdé dvojice je nerozlisitelnd).
Hamiltonidan Hy muzeme zpravidla povazovat za soucet jednocdsticovych hamiltonianu H;
jednotlivych ¢astic pohybujicich se nezavisle ve vnéjsich a kolektivnich polich a dvoucééasticovych
(poptipadé nékolika mélo vice ¢dsticovych) interakénich hamiltonidnu @, vyjadiujicich vzdjemnou
interakci pro kazdou dvojici ¢astic
N
HN(.CI,‘l, ey TN, P1, ,pN) = Z Hl(l’i’pi) + Z @(.’I}“ .’L‘j,pi,pj) . (140)

i=1 i<j

Vyintegrovanim rovnice (1.38) pies stavy ¢édstic ¢ = K + 1,..., N (analogicky definici (1.39))
dostaneme pohybovou rovnici pro fx. Integraci per partes

/ OH, 0fy  OH, 0fn do-d-
ox; Op;  Op; 0w )

8H1 oo 8H1 +oo B
/ |: Ox; fN:| Pi=—00 i / [ Opi fN:| wim—o00 dp; =0 (141)

/ [H1, fn]dzidp; =

se lze presvédcit, ze piispévky jednocdsticovych hamiltonidnu Hi(z;,p;) pro ¢ > K jsou nulové.
Analogicky se vyrusi i pfispévky interakénich hamiltonidna @; ; pro K < ¢ < j. VSechny interakéni
¢leny s pro ¢ < K < j jsou dohromady N — K nasobkem ¢lenu s j = K + 1 a zbylé cleny
jednoc¢ésticové i interakéni s 4, j < K davaji analogicky (1.40) hamiltonidn Hy soustavy K &éstic.
Pohybovéa rovnice pro fx ma tedy tvar

Ok 1y f —N—Ki/cb- frei1]d® a3 1.42
T [Hr, fx] = ( )i:1 (@i k41, fr1]) T 1d° PRy - (1.42)
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Tyto rovnice pro riznd K tvoif tzv. hierarchii BBGKY.” Prvni rovnice z této soustavy

df1

T [Hy, fi] = (N = 1) / (@19, fo] d*22dps (1.43)
je analogicky (1.37) jednocasticovd Boltzmannova rovnice na jejiz pravé strané vsak stoji prispévek
dvojcasticové rozdélovaci funkce. Pro tu plati rovnice

2
% Mz f2] = (N_Q);/[‘I’i,saf:%] d*w3d’ps (1.44)

atd. Pravou stranu rovnice (1.43) lze chépat rovnéz jako zménu jednocdsticové rozdélovaci funkce
v dusledku vzniku nebo zéniku ¢dstice v daném stavu v dusledku jejf interakece (srézky) s ostatnimi
Casticemi. Mezi srdzkami se kazdd ¢astice pohybuje nezédvisle na ostatnich (viz obr.1.1.b — nahote)
podle rovnic (1.35), kde hamiltonidn je jiz zavisly pouze na souradnicich dané ¢astice (vnéjsi a
kolektivni pole vstupuji do hamiltonidnu pouze jako parametry) a tedy jednocdsticovy fdzovy ob-
jem se zachovava. Srazka, jejiz pravdépodobnost je ddana jednocasticovou rozdélovaci funkci druhé
interagujici ¢dstice (pokud jsou stavy ruznych ¢dstic nezévislé, nebo dvojédsticovou rozdélovact
funkei, pokud jsou jejich stavy korelované), se projevi jako prechod sledované ¢dstice na jinou
fazovou trajektorii (viz obr. 1.1.b — dole), tj. jako zanik ¢dstice na jeji puvodni trajektorii a vznik
na nové trajektorii (popfipadé pouze zdnik nebo pouze vznik, jestlize jde o nepruznou srdzku ¢i
chemickou reakei, pii které se zméni typ vstupujicich ¢éstic). Pusobeni srdzek je zahrnuto do Boltz-
mannovy rovnice pomoci tzv. srazkového ¢lenu na pravé strané, ktera vyjadiuje pravdépodobnost
vzniku ¢dstice (se zdpornym znaménkem téZ zdniku),

of  dax" of dp; Of  [6f
ot | dt 9a° + dt Op; (&)C ' (1.45)

1.1.4 Momentové rovnice a hydrodynamicka aproximace

Vypocteme-li momenty Boltzmannovy rovnice (1.45) v prostoru hybnosti, dostaneme parcidln{
diferencidln{ rovnice pro momenty definované rovnicemi (1.29) az (1.31). Odvod'me si tyto rovnice
pro jednoduchy piipad ¢astic ve skalarnim potencidlovém poli, kdy hamiltonian

2

p
H=— P 1.4
o + md(z) , (1.46)
podle (1.35) tedy
dz*  p; dp; o
— & = — : 1.4
a m’ dt " ot (147)

takze (1.45) m4 konkrétné tvar

% + Dbi 8f 0P af _ (6f> ) (1.48)

ot mor oriop  \ot

Nulty moment (tj. [ dp) této rovnice dava

on 1 Ot on
a + E@xl == (&)C 5 (149)

"Bogoljubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon — podrobnéji viz [7].
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kde na pravé strané je moment srazkového ¢lenu definovany analogicky (1.29), ktery udava éiselnou
hustotu ¢dstic vzniklych srdzkami za jednotku ¢asu (coz musi byt nula, pokud nedochédzi k che-
mickym reakefm). Integrdl trettho clenu na levé strané rovnice (1.48) je nulovy, protoze je to
integral derivace rozdélovaci funkce f, kterd musi jit pro nekonecné p k nule, aby davala kone¢nou
hustotu. Pfepiseme-li tuto rovnici pomoci rychlosti v zavedené v (1.30), dostaneme zndmou rovnici

kontinuity _
dp - Op o' ((5;))

— v 1.
+wv 50 (1.50)

ot ozt + paxi o

Prvni momenty rovnice (1.48) dostaneme vyndsobenim p’ a vyintegrovanim (tj. | d*pp?)

ond 9T o Yisd

—_—t — — = — . 1.51

ot * oxt +p8x3 < ot >C (151)
Tret ¢len na levé strané jsme upravili integraci per partes [ pj% = -0 [ f, na pravé strané

je opét hustota hybnosti pfedand srdzkami za jednotku casu (kterd musi byt nulovd, jestlize
dochdzi pouze ke srdazkdm mezi ¢édsticemi téhoz druhu). Kombinac{ s rovnici kontinuity (1.50)
odtud muzeme dostat pohybovou rovnici pro jednoslozkovy plyn ve tvaru obvyklejsim v hydrody-

namice Bod B Bdi 5 ]
v/ , 07 Tt @ omd i (op
—_— — - — = - — . 1.52
p(at+”axz)+axz+paxf (&)C v\t ). (1.52)
Podobné pro druhé momenty rovnice (1.48) dostaneme (vyintegrovanim [ d*pp/p*/m) rovnici
pro slozky tenzoru napéti

ik ijk ik
aTi*  9Q o o _<6T ) | (153)

ot T o T Mge T TRam o

kde na pravé strané je opét piispévek srazkového ¢lenu ke zméné tenzoru napéti. Tato rovnice
obsahuje divergenci momentu vyssiho fadu, a to toku slozek tenzoru napéti (resp. energie, kterd je
umérnd jeho stopé)

Q7 =m™(pipprf) - (1.54)
Jestlize tenzor Q¥ piepiseme (analogicky (1.31)) pomoci transformace do vlastni klidové soustavy
plynu (v niz by mél hodnotu ¢**)

QVF = 1% L ik LR i R yindeky (1.55)
pak rovnici (1.53) muzeme uzitim nizsich momentovych rovnic pfepsat

orik 9qF o(wiri*) 00T o0
o " ow e T o T on (1.56)

STk . op [k ol
— Jok [ ZE) 0 (22 ) ok 22
(50) e ().~ () ().

Momentové rovnice (1.49), (1.51), (1.53) a dals{ 1ze zapsat jednotné zavedenim momenti

M=) = [ (1.57)
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zobeciujicich definice (1.29), (1.30), (1.31), (1.54) a dalsf, kde « je tzv. multi-index®, jehoz norma
udévd stupen (fdd) momentu. Obecny moment rovnice (1.48) mé potom tvar

o . 10
aM

- . 0D ; oM
R Mt +moﬁ%M“‘l = ( 5 )C , (1.58)
kde na pravé strané je piislusny moment srazkového c¢lenu. Vidime tedy, ze kazdd momentova
rovnice vzdy obsahuje i momenty vys§tho fadu, takze tyto rovnice tvofi nekonec¢nou soustavu
parcidlnich diferencidlnich rovnic (ov8em v prostoru s nizsi dimenzi nez puvodni Boltzmannova
rovnice, protoze zavislost rozdélovaci funkce na hybnosti vlastné representujeme spocetnou posloup-
nost{ momentu, z nichz lze tuto funkei v principu zpétné rekonstruovat).

Aby soustava momentovych rovnic byla uzaviend, musime nékteré z vyssich momentu apriorné
vyjadiit pomoci nizsich momenttu. MuZzeme napiiklad ucinit nejjednodussi predpoklad, ze f bude
déno rovnovaznym maxwellovskym rozdélenim (srovnej rov. (1.140))

f= n(277mk:T)_% exp (—(1)2;::;)2) , (1.59)

kde vyska a stfed gausovské kiivky jsou v souhlase s (1.29) a (1.30) ddny p a v, které musi
splitovat pohybové rovnice (1.50) a (1.52). Podle (1.31) je pro rozdéleni (1.59) tenzor napéti ve
vlastni soustavé izotropni, imérny teploté rozdéleni T,

7 = 511 P = §inkT = 5”§ : (1.60)

kde P je tlak a & je hustota tepelné energie. Teplota muze byt pfedem zadand (napi. urcend
rovnovéhou se zafenim), nebo pro ni (resp. pro €) ze stopy rovnice (1.56), kde tok tepla ¢ = 0
v dusledku predpokladu (1.59), dostdvéame rovnici energetické rovnovahy

0 .0 5 Ov* oe

(815 + Ul(?ﬂ) €+ 390 = ((%)C . (1.61)
Druhy ¢len na levé strané této rovnice udava zménu vnitini energie v dusledku prace vykonané
stlacovanim plynu proti jeho tlaku. Srazkovy ¢len na pravé strané by byl nulovy pro adiabaticky
pohyb jednoslozkového plynu, nebo muze vyjadiovat piispévek vymény energie s ostatnimi slozkami
nebo zarenim — tento Clen by v pfipadé zarivé rovnovahy musel dominovat. Podobné i ostatni
slozky rovnice (1.56) maji vyznam kritéria opravnénosti predpokladu (1.59) — srézkové cleny
na pravé strané musi byt dostatecné dominantni aby zajistily relaxaci odchylek od rovnovazného
rozdéleni zpusobovanych gradienty na levé strané.

8Multi-index « je vektorovy index (vektor s celoéiselnymi slozkami), pomoci kterého miizeme definovat mocninu

p® vektoru p
3 -
P = H(pl)a :
i=1
Jeho norma je definovana vztahem
3
la] = E at.
i=1

Index i|g’:1 muzeme chépat soucasné jako jednotkovy multi-index ve sméru ¢, takZze napf.

pipa — pa+i .
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Jestlize srézky nejsou dostateéné ¢inné aby zajistily platnost pfiblizeni (1.59), musime do
Boltzmannovy rovnice resp. jejich momentu pravou stranu dosadit a pocitat odchylky skuteéné
rozdélovaci funkee od (1.59). Skuteénym tvarem srazkového ¢lenu se budeme zabyvat v kapitole 1.2.
Pro ilustraci jeho vlivu na feSeni Boltzmannovy rovnice viak muzeme vystacit se zjednodusenym

‘BGK’- modelem (Bhatnagar, Gross, Krook [1], [14])

of\ _ f=To
<6t)c_ vl (1.62)

kde At je néjaky relaxaéni ¢as? a fy je rovnovaznd rozdélovaci funkce dand (v nerelativistickém
piipadé) vztahem (1.59). Obecny moment tohoto srazkového ¢lenu m4 tvar
oM\ M- Mg
5t ). At

(1.63)

takze napi. v piipadé jednoslozkového plynu je jeho piispévek k hustoté a hybnosti (popfipadé i
hustoté energie) nulovy, protoze fy jsme volili tak, aby ddvalo stejné hodnoty téchto momentu jako
f. Vyssi momenty, jako napf. slozky tenzoru napét{ (resp. pouze jeho odchylky od izotropniho tlaku)
nebo tenzoru (), pak muzeme odhadnout pomoci rozvoje podle malého parametru At z dosazeni
(1.63) do (1.58)

0 1 0

M* = Mg — At (mMg* +

_ oD .
P Mg+ maZWM€l> + o(At?) , (1.64)
a po jejich dosazeni do pfislusnych nizsich momentovych rovnic dostaneme diftizni aproximaci,
pricemz At urcuje pifslusné difdzni koeficienty (viskozitu, tepelnou vodivost aj.).

Vsechny momenty M piitom muzeme explicitné vypocitat dosazenim (1.59) do (1.57). Je
ziejmé, ze ve vlastni soustavé plynu (ve které v = 0) budou v8echny momenty Mg, pro které je
alesponl jedna slozka ' lichd, rovny nule, ale nekoneény pocet sudych momentii bude nenulovy.
V obecné (nikoliv vlastni) soustavé pak bude podle binomické formule kazdy moment linedrni
kombinaci stejného a nizsich momentt klidovych. Pro praktické vypoéty proto miize byt vyhodné!®
prejit od reprezentace f v p-prostoru nikoliv k mocninnym momentum (1.57), ale k rozvoji f do
vhodné soustavy funkei (‘ket-vektoru’) |a)

|f) = f*e) . (1.65)

Koeficienty rozvoje f* jsou potom zobecnéné momenty, které dostaneme vynasobenim f s dualnimi
‘bra-vektory’ f& = (a|f) (kde (a|B) = §%f) a konkrétni tvar momentovych rovnic analogickych

(1.58) pro né dostaneme dosazenim vyjadreni operdtoru p a a% v |a)-reprezentaci do Boltzmannovy

rovnice (1.45) s konkrétnim vyjddienim slozek Liouvilleova operdtoru % jako funkci p. Naptiklad,
jestlize lze ocekdvat, ze odchylky od rovnovazného rozdéleni (1.59) ¢dstic budou malé, pak je
vyhodné uzit tzv. Gradovy metody (viz napf. [7]), ve které je reprezentace |a) tvofena Hermi-
teovymi polynomy vyndsobenymi gaussovskou véhou (1.59) viéi niz jsou ortonormélni, takze
(] jsou samotné hermiteovské polynomy. Hermiteovské momenty jsou linedrnimi kombinacemi
fyzikdlné vyznamnych momenti (1.57) a kromé nultého jsou nulové pro (lokdlné) rovnovazné
rozdéleni se spravnou rychlosti a teplotou. Proto zpravidla sta¢i uvazovat prvnich 20 momentu
(tj. do ttetiho stupné) nebo 13 momentti (do druhého stupné a toky energie ~ Q7).

9Nepiesnost BGK-aproximace spociva predevsim v piedpokladu ze k této relaxaci dochdzi v celém rychlostnim
prostoru stejnou rychlosti.

10Pfechod k nové reprezentaci je vyhodny tehdy, jestlize tato reprezentace vystihuje (pfedpoklddanou) symetrii
feseni konkrétni tlohy, takze staci nezanedbat mensi pocet zobecnénych momentu. Ze stejnych duvodu miuze byt
vyhodné ptejit k diskrétni reprezentaci i ve smiSeném z- a p- fezu fazovym prostorem.
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1.1.5 Magnetohydrodynamika

Predpoklddejme, Ze plazma se sklddd ze dvou druhtu ¢éstic s kladnym a zadpornym nébojem ¢t
a hmotami m4. Kazdy z téchto druhu ¢astic je popsan rozdélovaci funkei fi, kterd spliuje Boltz-
mannovu rovnici

. . 5
Oufs 50 fa+ 701 = (1) (1.66)
kde rychlost kazdé ¢astice (srovnej s (1.47))

i p
i — 1.
v my (1.67)

a zrychleni je nyni ptisobeno nejen gravita¢ni, ale i elektrostatickou a Lorentzovou silou
pi= —moVid + gy B L= ciikpipk (1.68)
Ccm+

Nulté momenty rovnic (1.66) maji tvar!

; )
Dups + V() = ((’;j) , (1.69)
a prvni momenty
. i ) q+ . G+ ik § ok (57th
81‘/7'['3: + V]T:E] + pivzq) — EpiEz — mf” 7T‘:7EB = (515) . (170)

Rovnice (1.53) pro druhé momenty zobecnénd pro nabité ¢dstice m4 tvar

_ y . , . , Bi o STk
OTIF +V,Q7F + 1l Vhe + ok vie — L () Bk 4 ok piy - B2 itglk 4 ikl - [ 22X
m4 cm4 ot
(1.71)

Zavedeme-li celkovou hustotu hmoty p = p4 + p_ a celkovou rychlost v = (7 + 7_)/p, pak
sec¢tenim rovnic (1.69) pro oba druhy ¢dstic dostaneme rovnici kontinuity hmoty

» )
Op + Vi(pv*) = (dtp> =0, (1.72)

kde jsme zaroven predpokladali, ze v procesech srazek ¢édstice zadného druhu nevznikaji ani nezanikaji
a pravé strany rovnic (1.69) proto musi byt nulové.'? Rovnici kontinuity mtzeme upravit také do
tvaru

d )
%p + pVﬂﬂ =0. (173)

Podobné, zavedeme-li celkovou hustotu naboje n = 7;11—++p+ +Z—p_ aproud J = (%7@. + 7_),
pak vdhovanym souctem rovnic (1.69) dostaneme rovnici kontinuity néboje

om+ Vi(J') = (;tn) =0. (1.74)

HNebot fp eijkpjapifi =— fp eIkl fy = 0.
12V redlném plazmatu muze dochézet k rekombinaci a ionizaci. Pak je zapotfebi pfidat jesté alespoit rovnici pro
neutralni ¢astice a nulovy bude pouze soucet pravych stran.
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Se¢tenfm rovnic (1.70) dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru
i ij i i _ L ijk ik o
O(pv') + V;TY + pV*'® —nE —253 J'BY = 5" =0, (1.75)

kde vzhledem k zachovéani hybnosti pti srdzkach musi soucet srazkovych ¢lenu vymizet. Celkovy ten-
zor napéti mizeme rozlozit na ¢ast piislusejici uspofddanému pohybu pviv? a éast tlakovou'® P,
tj. T = T +T" = pv'v? +PY. Piedpoklddéme-li tlak izotropni (coZ je oviem pii existenci proudu,
tj. nenulovych prvnich momentt rozdélovacich funkei, tézko presné splnitelné) a predpokldddame
nulovy celkovy naboj n, pak po tpravé d;(pv') = p4v’ — V;(pv'v?) vyuzivajicf rovnice kontinuity
(1.72) dostdvame pohybovou rovnici ve tvaru

d 1
PV = —VP —pVo + EJ x B . (1.76)

Véhovanym souctem rovnic (1.70) dostaneme pohybovou rovnici pro proud
opJ" V,—T? +nV'® — —p+E* — —= "B = =J"| . 1.77
S S v e - Y et = () o

Srazkovy ¢len na pravé strané je zde obecné nenulovy, protoze obé slozky si ve srazkach vymeénuji
hybnost a tim disipuje proud. Jestlize predpokladame charakteristicky relaxaéni ¢as pro ustaveni
rovnovahy (tj. pro vymizeni proudu po vypnut{ sily, kterd jej zpusobuje) At, pak v BGK aproximaci

((%J) = —-) m4 tato rovnice tvar
; 4+ pij j es ; G _ijk_j ph
J=At|-S"v, 7 _pvie+ S ) g S 2E kg pr ) 1.78
2V T IV e D g 1

tj. po rozepsani hybnosti obou slozek jako linedarnich kombinaci v a J

Jt=at Wk gigk (1.79)
kde
o = At <_ijjivj ~V, (%Pf + q_Pij) _Vid — &pEi + (q+ + q_> nE
my m_ mym._ my m_
_9+9- Eijkpvak> , (1.80)
cmy4m_
* A
t _
6k e <q+ + q> Bk . (181)
c \my m_
Resen{ rovnice (1.79) mé tvar'?
= g (o 800 +ehalgh) (1.82)

1375, napéti vzhledem k vlastnimu klidovému systému plazmatu. Tlak je sou¢tem parcidlnich tlakd obou druht
Céstic.
1 Opakovanym zpétnym dosazenim totiz J = a+J x 8 = a+ax B+ (JB)B— (B8)J = a+ax B+ (aB)B— (BB)J.
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Jestlize zanedbdme ¢leny od druhého Fadu v At (coz znamend vSechny ¢leny s ), v rovnici (1.80)
predpokladame nulovou hustotu naboje a zanedbame gradienty parcidlnich tlaku obou slozek, pak
se tato rovnice redukuje na Ohmuv zdkon

J:dE+%xm. (1.83)
kde vodivost
o= At (1.84)
mym_

Rovnice (1.76) a (1.83) popisuji vliv elektromagnetického pole na pohyb plazmatu. Naproti
tomu Maxwellovy rovnice

1 4
VxB—-0E=""7, (1.85)
C C
VE =4mn~0, (1.86)
1
VxE+-0B=0, (1.87)
a
VB =0, (1.88)

popisuji vliv zdroju na pole. V rovnici (1.86) jsme opét zanedbali hustotu naboje. Jestlize v rovnici
(1.85) zanedbdme polarizaci vakua proti el. proudu J, pak se zjednodusi na

QE~0=J=—VxB. (1.89)
dr
Dosadime-li odsud proud do rovnice (1.76), dostaneme pohybovou rovnici pro plazma v zadaném
magnetickém poli'®

d 1
—v=-VP—-pVd - —V(B.B
Pat’ r 8m ( )+

1

=(BY)B. (1.90)

Naproti tomu vyvoj magnetického pole je ddn rovnici (1.87), kde muzeme z Ohmova zékona (1.83)
vyloucit E a z (1.89) opét i J, takze dostaneme pohybovou rovnici pro B

2
atB:—chE:Vx(—EJ+U><B):—V><(4C—V><B)+V><(va). (1.91)
ag O

Muzeme ji déle piepsat do lagrangeovskych soufadnic

2
Ap_oB+ (v.V)B = —

i V2B + (B.V)v — B(V.v) . (1.92)

dro
Prvni ¢len na pravé strané popisuje difizi magnetického pole, zatimco druhé dva ¢leny jeho zam-
rznuti do plazmatu. Difizni ¢len dominuje v piipadé malé vodivosti o, malych gradientt rychlosti
Vo a naopak velkych nehomogenit magnetického pole V2B, jejichz relaxaci zptisobuje. V opaéném
piipadé vysoké vodivosti 0 — oo muzeme tento Clen zanedbat a z kombinace s rovnici kontinuity

(1.73) odvodit vztah
d (B 1
a4 (p) — (B (1.93)

15Pfitom jsme uzili relace

((a X b) X ¢); = 5k jimabmck = (8x10im — 0310km )atbme = (ac)b; — (bc)a; .
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pro vyvoj magnetického pole. Jestlize vyjadiime soufadnice magnetickych silo¢ar prochézejicich
zvolenym elementem plazmatu v parametrickém tvaru z' = (¢, s,£1 2) tak, Ze vektor

_Ei_@a:i

bi
p s

(1.94)

je teény k silo¢aie a rychlost plazmatu
. oxt
vt = 1.95
5t (1.95)
(soufadnice &; 2 se pohybuji s plazmatem a parametrizuji volbu silo¢éry), pak v souhlase s rov.

(1.93)

w_ e o _ovor o
dt — 9sdt s OxF ds dak

(1.96)
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1.2 Srazkovy c¢len

1.2.1 Bindarni srazky

Metodou fetézce BBGKY jsme nalezli srazkovy ¢len Boltzmannovy rovnice (1.43) ve tvaru

1)
(51:) = (N — 1)/[@1’2,.]82] d3$2d3p2 . (197)
Predpoklddejme, ze bindrni interakéni potencidl ®1 2 = ®(|r|), kde r = z3 — x1 je vzdjemnd

vzdélenost ¢éstic, a ze ®(|r|) = 0 pro r > R, tj. vné jistého malého poloméru interakce. Vné tohoto
poloméru muzeme ocekavat ndhodné, vzajemné nekorelované rozdéleni ¢éstic,

fa(@1,p1, 22, p2) = fi(21,p1) fi(22,p2) - (1.98)

Naproti tomu pro mensi vzdalenosti muze ® divergovat, a potom fo musi klesat k nule, coz odpovida
skutecnosti, ze Castice se k sobé nemohou v dusledku své interakce neomezené piiblizit. Aby-
chom mohli podle (1.97) vycislit srdzkovy ¢len, musime nalézt (anti-)korelaci ¢dstic v malych
vzdalenostech. Predpoklddejme, ze dvojcasticova rozdélovaci funkce je ¢asové nezavisla, pros-
torové zavisld pouze na r, a ze jeji ovlivnéni vnéjsimi poli vystupujicimi v Hamiltonidnu (napf.
gravitacnim, elektromagnetickym) i ovlivnéni dalsimi ¢dsticemi je (alesponi béhem bindrni srazky)
zanedbatelné. Dostdvame tak pro ni dalsf rovnici (1.44) v explicitnim tvaru

2 2 i i
[Hy, fo] = [p LLP @(r>,f2] = [0(r), f + BPEOR (1.99)

Odtud muzeme vyjadiit [®(r), f2] a po dosazeni do (1.97) dostavame

(‘Sf) :(1\7—1)/1’3_1’i OF2 31,y (1.100)

ot m ort

Vnitin{ integral gradientu dvojcasticové rozdélovaci funkce pfechdzi na integral této funkce pfes
plochu kolmou ke sméru p} — p}, tj. ve vdlcovych soufadnicich b, ¢, z (b je srdzkovy parametr)

e s (1.101)

Obrézek 1.2: Geometrie binarni srazky.
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kde Z > R je poloviéni vyska valce obsahujici sféru bindrni interakce (pfitom vsak stdle pod-
statné mensi nez jsou prostorové nehomogenity vyjddiené zavislost{ fi(z)). V z = —Z je podle
predpokladu (1.98) dvojédsticové rozdélovaci funkece vyjadiujicf hustotu vzéjemné proti sobé nalé-
tavajicich ¢dstic ddna soucinem lokdlnich (na prostorové skéle b < R homogennich) jednocasti-
covych funkei. Naproti tomu v z = +Z je hustota vylétavajicich ¢astic f2(b) obecné nehomogenni.
Protoze proces srazky dvou ¢dstic vysetfujeme jako pohyb (neovlivnény interakei s dalsimi ¢asticemi)
ve dvoucasticovém fazovém prostoru, fo je konstantni podél piislusné fazové trajektorie, takze

falb,z = +2Z,p2 —p1) = fa(r > R,py — py) = fr(p)) f1(p3) (1.102)

kde p/L2 jsou hybnosti které musi mit nalétavajici castice aby se po srdzce dostaly do smért p; 2
a srazkového parametru b (vzhledem k ¢asové reverzibilité!® tak jde o vySetfovani diferencidlniho
tcinného pritezu do = 27bdb rozptylu —p; 2 — —p) ). Po dosazeni do (1.100) tak dostdvame
srazkovy clen ve tvaru

(5) == [ BB [ h)n — i) 2mbdidpe. (1103)

Tento vyraz obsahuje relativni rychlost 22-£1 ¢éstic vynasobenou diferencidlnim tc¢innym prifezem,
¢ili, v souhlase s predstavou zndzornénou v obr. 1.1-b, pravdépodobnost procesu srazek, pfi nichz
¢astice odejdou z fazového elementu urceného p; 2 do pj , nebo naopak. Tento vysledek muze byt
zobecnén i pro kvantové procesy a ruzné pocty interagujicich ¢dstic (napf. pro rozpady ¢astic na
¢astice jinych druhu), kdy mechanickd analogie dvojcéasticové srazky je neplatnd.

1.2.2 Obecny tvar

Srézkovy ¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice (1.45) pro jednocésticovou rozdélovaci funkei
¢éstic typu A uddvé celkovou fazovou hustotu pravdépodobnosti vzniku (nebo negativni hodnota
zéniku) téchto ¢astic interakel s ostatnimi ¢dsticemi téhoz nebo jiného druhu. Proto jej muzeme
vyjadiit jako soucet kladnych piispévku od jednotlivych elementarnich procesu, pii nichz dochézi
ke vzniku takovéto ¢astice ve sledovaném elementu fazového prostoru, a zdpornych prispévku od
procesu, pii nichz ¢astice zanika. To znamend, ze naptiklad rozptyl, coz je prechod ¢astice z jednoho
bodu v prostoru hybnosti do druhého, chdpeme jako zénik ¢astice v puvodnim a vznik v novém
elementu fazového prostoru. Uvazujme tedy obecnou (‘chemickou’) reakei mezi édsticemi Xpg|M_ |
pii nfz vznikajf ¢astice Xp|N_ /.,

M N
> Xp= Y X (1.104)
B=1 B=M+1

Pokud vsechna Xp muzeme povazovat za nekvantové astice (tj. jestlize muzeme zanedbat
stimulovanou emisi pro bosony a vyluc¢ovaci princip pro fermiony, coz lze vzdy, kdyz jsou rozdélovaci
funkce zanedbatelné vuci fazové hustoté ¢ elementarnich kvantovych stavii), pak pifspévek reakce
(1.104) ke srdzkovému ¢lenu ¢dstice X 4 bude

N

M
(%A)C(pA) = ZXA l/c/ P(p1,...,oN) Bl_:[1 fe(pB) H dng, (1.105)

C,Xc= pe=pa B=1,B#C

16 Bezesrazkova Boltzmannova rovnice pro N-&asticovou rozdélovaci funkci je asové reverzibilni. Bindrnf interakce
puvodné nekorelovanych nalétavajicich ¢dstic zpusobuje korelaci mezi vylétavajicimi ¢dsticemi, kterou by bylo tfeba
si ‘zapamatovat’, aby byl cely systém stédle vratny. Ptiblizenim dvojcasticové rozdélovaci funkce vylétdvajicich ¢astic
opét nekorelovanym rozdélenim v jiném elementu dvojcasticového fazového prostoru predpoklddame, ze srézkova
korelace je vlivem dalsiho vyvoje ‘zapomenuta’ a proto takto odvozena jednocésticova Boltzmannova rovnice s pravou
stranou se stava casové ireverzibilni.
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kde ‘stechiometrické koeficienty’ v = 41 pro €astice vznikajici (C' > M) a vc = —1 pro ¢astice
zanikajici (C' < M). P(p1,...,pn) je pravdépodobnost probéhnuti reakce (1.104) za jednotku ¢asu
mezi ¢asticemi s poc¢atecnimi hybnostmi py, ..., pas do koncovych hybnosti pasy1, ..., pn. Srazkovy
¢len na pravé strané Boltzmannovy rovnice je tedy (na rozdil od levé strany) obecné nelinedrn{
v rozdélovaci funkci Castic.

Jestlize rozdélovaci funkce nékteré ze vznikajicich ¢astic (napt. X¢) neni zanedbatelnd vuéi ¢¢
muzeme do vyrazu (1.105) ‘zabudovat’ bosonové nebo fermionové chovani této ¢éstice priddnim
do integrandu na pravé strané ¢lenu (jakési ‘modifikované’ rozdélovaci funkce!”)

fe=1+ Je (1.106)

oc’
kde horn{ znaménko (+) plati pro bosony (a ¢len udéva zvyseni pravdépodobnosti reakce (1.104)
v dusledku stimulované emise) a dolni znaménko (—) pro fermiony (a ¢len pak uddvéd snizeni
pravdépodobnosti reakce vlivem Pauliho vylucovaciho principu). Takto zobecnény vyraz (1.105)
vSak muzeme formélné povazovat za prispévek reakce

M N
Xe+> Xp= > Xp+X0, (1.107)
B=1 B=M+1
jejiz pravdépodobnost
P(pgp1s - PNsPE) = 206 P(p1, s pN)S (06 — pe)d(pE — pe) (1.108)

takze vyraz (1.105) lze brét jako obecny tvar srdzkového ¢lenu.

1.2.3 Momentovy rozvoj

K feseni Boltzmannovy rovnice metodou rozvoje do zobecnénych momentu ve tvaru (1.65) potiebu-

jeme rozvinout i srazkovy ¢len
0fa 6fa) “
e 1.1
() =(%) = (1.109

a jeho momenty vyjadiit pomoci momentu rozdélovacich funkci ¢dstic Gcastnicich se srazky. Podle
(1.105) jsou momenty srazkového ¢lenu dény integralem pravdépodobnosti P(pi,...,pn) reakce
(1.104) ptes vSechny hybnosti

5fa\ © 5f il il
A _ A _ 3
c c C,Xc=Xa B=1 B=1

Tuto pravdépodobnost muzeme povazovat za integra¢ni jadro operatoru

P = |Ck]\/[+17 vy aN>P31A’/{t’1&'1‘V'I’aN <0417 vy aM| s (1111)
prirazujiciho jistému rozdéleni f(p1,...,pm) = Hg:l fB(pB) castic vstupujicich do reakce (1.104)
rozdéleni f(pari1,...,pn) Castic vystupujicich (bdze téchto soucinovych prostoru jsou tvofeny
soutiny bazovych prvka v jednoédsticovych prostorech). Dosazenim piislusnych rozvoju (1.65) do

17Zde je ziejma vyhodnost volby elementarniho kvantového stavu za jednotku fazového objemu, kdy ¢c = 1.
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(1.110) dostaneme moment srazkového ¢lenu ve tvaru multilinedrni kombinace momentu rozdélovacich
funkei ¢astic do reakce (1.104) vstupujicich

1)
(g?)c Z Py QoM H fB(XB ) (1.112)

s QM
kde koeficienty P, %, ,,, jsou diny maticovymi elementy PMH1N operdtoru P
N N
Pylan = + > o priey I (las) (1.113)
C=M+1,Xc=X4 B=M+1,B#C
M N
- 2 @rrignth, I Gles),
C=1,Xc=Xa4 B=M+1
kde
Qare = (Bel((alp))lac) - (1.114)

Koeficient (1ja) = [1]a) je zpravidla 62, (jestlize jednicka je zdkladnim ¢lenem ortonormalni béze
funkci), takze kladné ¢leny v tomto souctu pres C, tj. cleny pro ¢astici X¢ vystupujici (C > M),
jsou piimo rovné nékterym maticovym elementim. Zaporné éleny (pro ¢astice vstupujici, C < M)
jsou naproti tomu zpravidla linedrni kombinaci vice maticovych elementu, protoze v integralu
(1.110) se k jednomu ket-vektoru (v f¢) vyskytuji dva bra-vektory (v P a {(«l), jejichZ soucin je
nutné nejprve pomoci koeficientu @ rozlozit na soucet jednotlivych bra-vektoru.

Pifmocary vypocet koeficienti P, ¢, . nebo PN by byl znaéné obtizny, protoze
vyzaduje trojndsobnou integraci pres hybnost kazdé z N ¢Céstic. Pfitom pocet téchto koeficientu
roste alespon s M + 1. resp. N-tou mocninou poétu uvazovanych momentu rozdélovaci funkce.
Rada z téchto koeficienttl viak vypadne a zbylé lze zjednodusit diky symetriim srazky. Je napiiklad
ziejmé, ze pro identické vstupujici nebo vystupujici ¢astice musi tyto koeficienty byt symetrické vuci
zaméné piislusnych indext. Jestlize P zavisi pouze na relativni orientaci hybnosti ¢astic tcastnicich
se srazky (tj. srazka neni anizotropni napt. v dusledku vnéjsiho elektromagnetického pole), pak musi
byt shodné koeficienty lisici se pouze prohozenim prostorovych os. Dalsi symetrie koeficientt musi
vyplyvat ze zdkoni zachovani hybnosti, popiipadé energie (pro pruznou srazku). Necht, obecné,
P(p1,...,pN) je invariantn{ vuci jisté grupé transformact

p—p =p ¢ (1.115)
parametrizované parametrem §. Baze {|a)} rozvoje (1.65) indukuje jistou reprezentaci Ty této
grupy .

la'(p')) = T s leu(p)) (1.116)
kterd urcuje transformacni vztahy pro maticové elementy P

P = (T ), PyT”, . (1.117)

V dusledku invariance P(pi,...,pn) vucéi (1.115) tedy mus{ maticové elementy vyhovovat ho-
mogennim linedrnim rovnicim

N
[(T5 )T — 5,67 } P =0, (1.118)
z nichz muzeme nékteré elementy vyjadiit jako linedrni kombinace jinych. Protoze v praxi muze

byt i feSeni téchto rovnic obtizné, je vyhodnéjsi vyuzivat symetrii P prechazenim k takovym bazim
v prostorech hybnost{, v nichz se maticové elementy zjednodusi (napf. se stanou diagonélni).
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Rozvoj pro binarni srazku. Jako piiklad uvedme vypocet rozvoje srazkového élenu do pros-
torovych Hermiteovych polynomit |@) = IT3_, P, (p;) pro bindrn{ srazku

X+ Xy = X!+ X, (1.119)

Pokud se omezime na rozvoj do druhého tadu, tj. na 10 momentu, pak potiebujeme vypocitat
fadové 10% maticovych elementi'® z celkového poétu 10 koeficientii rozvoje pravdépodobnosti
P(p1,p2, i, ph) této reakee jako funkce véech proménnych. Pokud ovSem provedeme transformaci

{p1,p2} — {pr,p} (a analogicky pro édrkované veliciny) do tézistovych systému pred a po srdzce,

M2 ¥, (1.120)
1 2

P12 =
kde pr je hybnost celé soustavy a p hybnost ¢astice s relativni rychlosti (v = v —v1) a redukovanou
hmotnosti (m = ﬂf;% ), pak vzhledem k zachovéni hybnosti pfi srdzce musi byt maticové elementy
funkce P tmérné jednotkové matici v indexech ar, o/ odpovidajicich proménnym pr, p/r. Viech
10* elementtt funkce P(p1,pa,p},ph) je tak linedrni kombinaci pouhych 102 ¢lentt rozvoje téze
funkce P(p,p’) vyjaddiené pouze v proménnych hybnosti relativnfho pohybu srazejicich se ¢dstic,

(o) ab| Plaras) = (o) ablafpad (o | Pla){aralaras) . (1.121)

Pravdépodobnost P muze kromé invariance vuéi volbé rychlosti inercidlniho systému (kterd
je specidlnim dusledkem vyse zapoéteného zdkona zachovani hybnosti) mit i dalsi symetrie, napf.
muze splnovat zachovani energie nebo byt invariantni viuc¢i natoc¢eni vztazné soustavy. Vliv téchto
symetrii se nejsndze vyjadif v reprezentaci sférickych harmonik'®

Inlm) = > (alnim)|a) . (1.122)

|a|=2n+1

V piipadé pruzné srazky se zachovava kinetickd energie relativniho pohybu, tj. [p’| = |p|. V obecném
ptipadé se zméni o uvolnénou energii vnitinich stupitt volnosti, tj. P(p,p’) ~ §(|p'| —/p? + 2mE).
V obou pifpadech vsak muzeme separovat a integrovat radidln{ ¢dst P(p, p’) v proménné p’. Uhlov
zavislost pravdépodobnosti rozptylu P zpravidla byva invariantni vaci rotaci prostoru hybnosti
a z4visi pouze na thlu y rozptylu mezi sméry Yy a ¢’ nalétéavajici a rozptylené castice,

P(p,p') = 3(1p'| = v/ + 2mE) Lo (x) . (1.123)

kde o je diferencidlni tu¢inny prufez. Vhodnou rotaci prostoru hybnosti pak muzeme dosdhnout
splynuti sméru 9¢ s osou z a sméru ¢ = 0 s osou z, takze zbyva rozvinout thlovou zdvislost
rozptylu pouze do Legendreovych polynomu v cos y,

(n'V[5(p| — V/p? + 2mE) L
m
:ﬁmwmm—mu%ﬂngm. (1.124)

(n'U'm’|PInlm)

{I'm/|o(x, [p])lim)|ni)

Vsechny maticové elementy se tak redukuji na linedrni kombinace nékolika malo integralu tihlové
a rychlostni zavislosti i¢inného prufezu srazky.

18T, pro véechny indexy Edstice, pro niz srazkovy ¢len poéitdme, a pro indexy obou &éstic do reakce vstupujicich.

9Protoze Hermiteovy polynomy jsou vlastni funkce 1-dim. kvantového harmonického oscildtoru, je zfejmé, ze
prostorové Hermiteovy polynomy musi byt linedrni kombinac{ vlastnich funkci |nim) = |nl)|lm) piislusného sféricky
symetrického hamiltonidnu. Radidln{ ¢ast |nl) je pFitom ddna zobecnénymi Laguerrovymi polynomy.
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1.3 Termodynamicka rovnovaha

1.3.1 Entropie a H-teorém

Rozdélovaci funkce f umozinuje konkrétné vypocitat stfedni hodnoty ruznych makroskopickych
veli¢in pro ji popsané makroskopické rozdéleni ¢astic a obecné tedy nese jistou informaci o stavu
souboru téchto castic. Mirou této informace je Boltzmannova entropie

S=knW , (1.125)

kde k je Boltzmannova konstanta a W je pocet ruznych mikrostavi odpovidajicich danému makro-
stavu.?0 Mame-li napi. g stavii pro N identickych klasickych éastic, pak W! = g%V /N!. Pro Fermiho
— Diracovy ¢astice WFP = gl/(g — N)!/N! (protoze s kazdou ¢astici ubyde jeden stav k dispozici
pro ostatni) a pro Boseho — Einsteinovy ¢éstice WBE = (N +¢g—1)!/(g—1)!/N! (protoze s kazdym
bosonem roste pravdépodobnost pfechodu jiného bosonu do téhoz stavu, tedy efektivné pribyva
dalsf stav). Dosazenim WX do (1.125) dostaneme pro N = fAg éastic v Ag stavech entropii?!

ASY = kIn (AgN/N!) = kN (InAg —InN + 1) = kf (1 — Inf) Ag , (1.126)

takze objemové hustota entropie klasického plynu??
s = k/f (1—1Inf)n3d%p . (1.127)

Podobné pro bosonovy nebo fermionovy plyn?? (s rozdélovaci funkef f normovanou na elementarni
kvantovy objem fdzového prostoru)

s = —k/ (flnf:Fflnf> h3d%p (1.128)
kde ve shodé s (1.106) f = 1+ f (horn{ znaménko plati pro bosony a dolni pro fermiony; vyraz
(1.127) odtud dostaneme pro f < 1).

Pro celkovou entropii S, ktera je integralem s pies objem, plati tzv. Boltzmanniuv H-teorém,
podle néhoz je S veli¢ina neklesajici béhem ¢asového vyvoje. Jestlize totiz vyjadiime entropii jako
sumu pfes elementarni kvantové stavy

S=kY fi(1-Inf), (1.129)

pro jejichz obsazovaci &fsla f? plati kinetickd rovnice (viz rov. (1.1))

df? . ,
% = (Pl = Pyf?), (1.130)

Jii#]

20poget moznych kombinaci, resp. pravdépodobnost kazdé z nich je totiz multiplikativni veli¢ina pfes jednotlivé
podsystémy, zatimco mnozstvi informace o nich je aditivni.

21Pfedpoklddame, ze N >> 1, takze mizeme uzit Stirlingovy formule InN! ~ N(InN — 1), cf. [10]. Tento vztah
lze dokdzat rekurentné, In(N + 1)! ~ In(N +1) + N(InN — 1) *In(N+1) —1+ NInN +In(1 +1/N) — 1) =
(N+1)(In(N +1) —1).

22G¢itani pres jednotlivé stavy pfitom nahradime integraci pies prostor hybnosti, d>g = h=3d>p.

23Ve vyrazu pro WBFE zanedbdvame 1. Déle predpokladame, ze také g > 1 a (g — N) > 1.
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kde P;; je pravdépodobnost pfechodu systému ze stavu ¢ do stavu j, pak derivovanim (1.129)
a dosazenim (1.130) dostaneme

ds dart . ) ) .
at _kzi: %IDJM =—k ;(sz‘f] = Py [ )nf" =
= kY Pif (PJJJJ:] - 1> ln% >0. (1.131)

1<J

Pro pravdépodobnosti pfechodt mezi elementéarnimi kvantovymi stavy plati P;; = P;; (viz rov. (1.2))
a proto kazdy ¢len této sumy je nezdporny (protoZe je imeérny vyrazu tvaru (z — 1)lnz). Entropie
je tedy konstantni pravé kdyz vSechny prechody s nenulovou pravdépodobnosti jsou v detailni
rovnovaze2*

Pjifi —Pyf'=0. (1.132)
V opa¢ném piipadé roste, dokud neni dosazeno tohoto rovnovazného stavu. Ke stejnému vysledku
dojdeme, vyjdeme-li misto z rov. (1.129) z vyrazu pro bosony nebo fermiony analogického (1.128)
a na pravé strané rov. (1.130) doplnime modifikované rozdélovaci funkce f koncovych stavil.

Cviceni 3 Dokazte Boltzmanniuv H-teorém pro kvantovy plyn. UvaZte, joky tvar md v tomto
pripadé mit rov. (1.130).

1.3.2 Rovnovazné rozdéleni

Hledejme nyni explicitni tvar rozdéleni v rovnovazném stavu. Pti rovnovaze s tepelnou lazni o dané
teploté prostfednictvim anihilace a kreace ¢astic musi byt hustota energie

€= /th*3d3p, (1.133)

kde E = E(p) je energie jedné ¢éstice (tento vztah je zobecnénim (1.32)), rovna zadané hodnoté.
Pti rovnovaze s lazni pouze prostifednictvim srézek, pfi nichz se pocet ¢astic zachovava, musi byt
navic i hustota ¢astic dand vyrazem (1.29) rovnd zadané hodnoté. V obou piipadech tedy bude
rovnovazny stav ur¢en vazanym extrémem hustoty entropie s s vazbovymi podminkami ¢ = konst.
nebo ¢ = konst. a n = konst. (pfitom implicitné predpokladdme, ze f vyjadfujeme ve vlastn{
klidové soustavé plynu, takze nemusime klast dalsi podminku na hodnotu hustoty hybnosti, ktera
je nulova)

0=19ds—adn — Poc . (1.134)

Pro fermionovy nebo bosonovy plyn podle (1.128)
§s = —k/ ((lnf+ 1)6f F (Inf + 1)5f) h=3d3p = —k:/ (mf —1nf) SFR3dPp,  (1.135)
nebof §f = +4f. Proto tedy podle (1.134), (1.29) a (1.133)

0= —/ [k: (1nf - 1nf) fa+t ﬁE} SFR3dp (1.136)

24Je tieba si uvédomit, ze P;; # 0 pouze pro stavy i a j (viz rov. (1.3)) se stejnou energif a proto je vpofadku,
7e 1 obsazeni téchto stavl jsou v rovnovéaze stejnd. Pfechody mezi stavy s ruznou energif (a rozdilnym obsazenim)
jsou mozné pouze interakci a vyménou energie s jinym systémem — napf. excitace atomu zafenim, nebo zména
kinetické energie ¢astice srazkou s jinou ¢astici. V tom pripadé vsak indexy ¢, 7 musi urcovat elementarni stavy obou
podsystémit a f%, f7 jsou soudiny obsazeni obou podsystémii.
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pro kazdé ¢ f, takze
1+ f

o B
In —+-F. 1.137
Odtud po pfeznaceni lagrangeovskych souciniteli
I 1
=-_£ = 1.138
a=-K,  p=g (1138)
dostaneme rovnovazné rozdéleni bosonového nebo fermionového plynu ve tvaru
1
f= (1.139)
exp (E ) F 1

Podobné pro klasicky plyn muzeme variovat vztah (1.127), takze odpadne ¢len s In f (coz odpovida
predpokladu f < 1) a vysledkem je Boltzmanovo rozdéleni

f=exp (—Ek;u) : (1.140)

které lze dostat rovnéz jako limitu zanedbdnim jednicky ve jmenovateli (1.139).
V pripadé volného vzniku a zdniku ¢dstic (napf. pro fotony absorbované a vyzarované jinymi
¢asticemi) bude n libovolné a proto a=0 i chemicky potencidl p=0. Pii dané hustoté n ¢dstic je

vztah B2ty
n—/fh 3d3p / (1.141)
exp (E “) F1

implicitn{ rovnic{ pro chemicky potencidl p = p(n, T'), nebo spolu s rovnici (1.133) soustavou rovnic
pro u = p(n,e), T = T(n,e). Pro proménné n je (1.133) implicitni rovnici pro T' = T'(¢) a rovnice
(1.141) pak udava zavislost n = n(T).

Napft. pro degenerovany fermionovy plyn, tj. pro teploty kT < p, je f ~ exp( ) — 0 pro
E>uaf~1—exp( LY -1 pro E < pu, takze®d
/ 33 s| [ 2 = Pl A
n = fh™>d’p ~ 4mh™ / pder/ —d =
0 0 1 + exp(%iﬁ)
2
4T kT
dp Pu

kde jsme zavedli transformaci p - A = p — p, a p, je feSenim rovnice E,, = E(p,) = p. Pro
nulovou teplotu je p, rovno Fermiho hybnosti pr definované vztahem

AT 4

Pro nenulovou teplotu se chemicky potenciél 1is{ od Fermiho energie Fr = E(pr) o veli¢inu faddu
o(T?). Podobné hustota energie

Pu < 2p,(2E, + p,4E)A
/ E(p)dep+/ w(2Ey 4 Diay) dA| =
0 0

1+exp(éé§)

/fE(p)h_3d3p ~47h™3

25Uzivdme piitom substituce p = p, + A pro p > p, a p = pu — A pro p < p, a piiblizeni E(p) ~ u+ [‘Z—g] A,
yam
v nemsz p2/[exp(E74) + 1] 2 (pu + A)2/[1 + exp(E' A/KT)] = p — (pu + A)2/[1 + exp(—E' A/KT))].
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dE kT
— 4xh? / E(p)p*dp + 2p,(2E,, oy )| T (1.144)
dp Pu
Vysledné hustota entropie rovnovazného rozdéleni je
s = / Fkln 1:Fexp(fE7) +f h=3d3p =
kT
1 ~ OF 1 1
- = (4 h3d3p — £ — 1.14
T/p 8p(i)f p— e (1.145)

kde i je libovolna prostorova slozka 1, 2 nebo 3 (prvni fadek integrujeme per-partes v p, zévorka
ukazuje, ze pres i nesc¢itame). Specidlng, jestlize E = E(|p|), pak prvn{ ¢len muzeme déle upravit,
takze

=33y — 1
3T/| |d| | d’p Tn+ 7" (1.146)
V piipadé nerelativistickych ¢astic, pro které
2
E= ‘;l , (1.147)
m
dostaneme 5

V piipadé ultrarelativistickych ¢dstic (napf. fotonu), pro které je

E =clp|, (1.149)
dostaneme hustotu entropie
4 W
=—c— = 1.1

8= gm€ =, (1.150)

piicemz n = M° a ¢ = cM" a obecny moment radialni éasti rovnovazné rozdélovaci funkce?S

n 3 73 - kT e H
MP = | |p|" fh3dp = +dm(n + 2)Ih 3 F (i exp(—ﬁ),n-l-?)) . (1.151)
c

1.3.3 Rovnovaha chemickych reakci

Pro smés ¢astic ruznych typu X, které mohou byt stdle popsdny nezavislymi jednocasticovymi
funkcemi fx, jsou celkové hustoty entropie a energie soucty piispévku hustot od jednotlivych typu
¢éstic, takze rovnici (1.134) je tieba zobecnit do tvaru

OZéZSX—ZaXénX_6255X7 (1.152)
X X X

267de specialni funkce F je déna vztahem

oo oo
F(z,s) = Z k%28 = 28(2,5,1) , D(z,s,v) = Z(v +k)752k .
k=0

Speciédlné pro z =1
oo

F(ls)=((s)= Y k7%,

k=1
kde ¢ je Riemannova zeta funkce, ¢(3)=1.2020569031596 a ((4) = 7*/90 =1.0823232337111.
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a variovat vici vSem fx. Proto dostdvame rovnice typu (1.139) pro kazdé fx se stejnou teplotou T'
(pokud dochdzi k vymeéné energie mezi ruznymi typy ¢éstic), ale s ruznymi chemickymi potenciély
ix, jestlize hustoty ¢dstic prislusného typu jsou fixovdny (nebo s nulovymi ux, kdyz ¢dstice mohou
vznikat a zanikat).

Jestlize dochazi k chemické reakci

> uxX =0 (1.153)
X

mezi Gasticemi ruznych typu, pak jejich chemické potencidly nemohou byt nezavislé, ale musi
spliiovat linearni rovnice

> vxpx =0. (1.154)
X

Piiklad rovnovahy reakce beta-rozpadu
n=p+etr, (1.155)

s relativistickymi hodnotami Fermiho energie elektronii a nerelativistickymi nukleony?” je znazornén
na obr. 1.3. Tato reakce hraje dilezitou roli pti vzniku neutronovych hvézd. Vzhledem ke kvazineu-
tralité musi byt hustoty a v termodynamické rovnovaze podle rov. (1.143) tedy i Fermiho hybnosti
elektronu a protonu stejné, coz ovSem vzhledem k fddovému rozdilu jejich klidovych hmotnosti
znamend, ze elektrony mohou byt jiz silné relativistické, zatimco protony stéle nerelativistické,

MeC K PFe = PFp K MyC (1.156)
a Fermiho energie elektront (a tim i chemicky potencidl) podstatné vétsi nez protont
p%p/(Qmp) ~ Ep, < Epe~ppec. (1.157)

Podle rovnice (1.154) ovem
He + Hp = fin (1.158)

(kdyz predpokldddme, 7Ze vznikld neutrina mohou z prostoru hvézdy volné unikat, takze jejich
hustota neni fixovdna a jejich chemicky potencidl je nulovy), takze chemicky potencidl neutronu
musi byt vyrovnan piedevsim chemickym potencidlem elektronu a tedy

EFJ, < EF,e ~ EF7n . (1159)

Fermiho hybnost a tim i hustota neutronu je proto v rovnovéaze podstatné vétsi nez hybnosti resp.
hustoty elektronu a protont.

27Tento tzv. URCA proces, ve kterém vznikajici neutrina a antineutrina odnéaseji energii, se uplatiiuje v ochlazovani
vznikajicich neutronovych hvézd.
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E(p) pc
€
f(p)
Ep
fp fe En
Flie pF,n
Epp n
| PF,e = PF,p PFn | | T
MeC MpC MpC

Obrazek 1.3: Rovnovédha reakce n = p + e + U s relativistickou Fermiho energii elektronu a nerel-
ativistickymi nukleony.
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Kapitola 2

Teorie kosmického plazmatu

Tato kapitola obsahuje pasdze z navazujici predndsky NTMF028 “Teorie kosmického plazmatu”
vedené puvodné spolu s prof. M. Karlickym a od roku 2020s dr. J. Hordkem z AsU AVCR.

2.1 Zariva hydrodynamika

Pro vznik a vyvoj plazmatu je dulezitd interakce hmoty se zafenim, které muze dodéavat nebo
odnaset energii potiebnou k jeji ionizaci, a zménou tlaku nebo pfimou vymeénou hybnosti ovliviiovat
také jeji dynamiku. Shrneme proto nejprve popis pole zafeni.

2.1.1 Klasicka teorie prenosu zareni

Ve fyzikdln{ interpretaci (1.29) az (1.32) momentu f jsme piedpoklddali, ze popisujeme pouze
nerelativistické ¢astice. Vime vsak, ze i foton ma svoji hybnost

p= @ﬁ , (2.1)

c

kde v je jeho frekvence a 71 jednotkovy vektor ve sméru pohybu. Pole zareni byva zvykem popisovat
specifickou intenzitou I,, udavajici zafivou energii dE, kterd projde jednotkovou plochou d?S kol-
mou k 71 za jednotkovy ¢as dt do jednotkového prostorového thlu d2€2 v jednotkovém frekvenénim
intervalu dv. Tyto fotony ovem zaujimaji objem d3p = p?dp d*Q = h3v?/c3 dv d*Q v hybnostnim
prostoru a plochou d2S projdou ty, které se nachézeji ve valci objemu d3z = cdt d29, piicemz kazdy
nese energii hv. Proglou energii tedy muzeme vyjadrit také pomoci rozdélovaci funkce f fotonu

dE =1, d*Sdtd*Qdv = hv»_ f(p) d*z d®p/h® (2.2)

kde se sc¢ita pies obé polarizace fotonu. Odtud dostdvame vztah specifické intenzity a rozdélovaci

funkce fotonu 5

Lot = 2 gt 2p) (2.3)

Vzhledem k odlisnému vztahu rychlosti, hybnosti a energie u relativistickych a ultrarelativi-
stickych ¢astic je pro né tieba upravit fyzikdlni interpretaci moment f. Ciselnd hustota fotontu
(obou polarizaci) je ddna analogicky (1.29) vztahem

d3p 1
Ny zg/fF :/%IyddeQ, (2.4)
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z makroskopického hlediska je vSak vyznamnéjsi hustota zafivé energie

3 1
= 2/huf%’ - E/1,,dud?§z , (2.5)

coz je analogie (1.32) pro ultrarelativistické ¢astice (pro které energie E = pc). Hustota hybnosti
pole zafeni 7. je imérna hustoté toku zafivé energie

F! = c*rl = Z/hunicfdgp = /nil dvd*§ (2.6)
(s T h3 v ’ N

a tenzor napéti (tlak) zdfeni, tj. hustota toku hybnosti je podobné (1.31)

a3 1 -
Tf - E/n’nJIVdVdZQ . (2.7)

Rovnéz transformacni vlastnosti pfi pfechodu k jinému inercidlnimu systému jsou odlisné
pro relativisticky a nerelativisticky plyn a podrobnéji se jimi budeme zabyvat v kapitole 2.2.
Jestlize vSak zndme pohybové rovnice fotonu, které napi. v kartézskych soufadnicich ve vakuu
maji jednoduchy tvar & = cii, p = 0, ktery zjevné spliiuje Liouvilleuv teorém, pak i pro rozdélovaci
funkci fotonu plati Boltzmannova rovnice (1.45), kterou muzeme podle (2.3) ptrepsat pomoci I,
jako tzv. rovnici pfenosu zareni

TH = Q/hyninjf

101, .01, oI,
— e = — . 2.8
c Ot T Ox* (cdt)c (28)
Jeji integraci ptes prostor hybnosti dostaneme rovnici kontinuity energie zareni
0 o . or
—&r _Fi = “ ) dvd®Q 2.9
TR T /(cét)c v (29)
a jejim vynéasobenim n*/c a integraci rovnici kontinuity hybnosti zaient
0 4 0 ki nk (61
— Tk = [ — [ =X dvd*Q. 2.10
5‘tﬂ-r+8xl " / c \cdt). v (2.10)

V kiivocarych soutadnicich se modifikuje zavislost &* = i*(7i) = chin’, kde h, = h}(z) jsou
metrické koeficienty dané vztahem zpravidla ortonormalni béze, v niz slozky 7 vyjadiujeme, k
soufadnicové bazi.! Také n! # 0, takze podobnost rovnice pienosu zéieni s Boltzmannovou rovnici
(1.45) je jesté ndpadnéjsi. V diferencidlné se pohybujicim prostiedi se obecné méni dopplerovsky i
vai je navic ovlivnéno i aberaci. V kapitole 2.2 uvidime, ze f je — na rozdil od I, — lorentzovsky
invariantni.? Rovnice pfenosu zdieni mé v tom piipadé obecny tvar

101, ., 0, < dnd 98I, dv 0w 3L,) (4]
- v i V V Rt S S A il 2.11
c ot =y o’ Z cdt on® " cat’ o (cét)c ' (2.11)

)=1

kde ve tfetim ¢lenu derivujeme a s¢itame pouze pres dva nezavislé smérové kosiny nebo jiné parame-
try thlové zavislosti I, (7). Protoze tento zdpis je méné piehledny a pfitom svoji podstatou ekviva-
lentni (1.45), je obecné piirozenéjsi vychdzet rovnou z Boltzmannovy rovnice. V mnohych pripadech
otekdvané symetrie feseni (napft. slabé thlové a vyrazné frekvenéni zdvislosti rozdélovaci funkce)
ovSem muze byt vyhodné volba sférickych souradnic v prostoru hybnosti, kterou v a 7 reprezentuji.

I Metrické koeficienty davajf alternativni vyjddieni metriky gz, nebot 1 = g;pa‘a? = gikhé hfnjnl = 6jlnjnl.
2Proto specifickd intenzita se transformuje jako I, = (v'/v)3I,, celkové intenzita I = fooo I,dv jako I'/I =

1
(v'/v)%, a napf. efektivni teplota zafeni Tor. ~ 17 jako T!: /Ter. = V' /v, jak pozorujeme napf. u dipélové anizotropie
reliktniho zafeni.
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Cviéeni 4 Odvod'te konkrétni tvar rovnice prenosu zdveni ve statickych sférickych soutadnicich
pro obecné i sféricky symetrické pole zdreni.

Levd strana rovnice prenosu zafen{ (2.8) je ted totalni derivace %L, nikoliv podle ¢asu ale
podle drdhy s méfené podél paprsku. Srdzkovy ¢len na pravé strané rovnice (2.8) byva zpravidla

vyjadien ve tvaru
ol

<C5t>c =a, (S — 1), (2.12)

kde opacita o, = k,p (resp. specifickd opacita k,) uddva pravdépodobnost absorpce fotonu na
jednotkové drdze s (a byva ddna souéinem &iselné hustoty absorbujicich ¢astic a jejich d¢inného
prufezu) a vydatnost S, vyjadfuje piispévek emitovaného (a rozptyleného) zdfen{ v daném sméru
a frekvenci. Pokud jsou opacita a vydatnost zndmé funkce, mizeme snadno nalézt form&lni feseni
linedrni rovnice (2.8) s pravou stranou (2.12) ve tvaru

ngzhmnm@ﬂ)+ﬁnaﬁnm@—nmu (2.13)

kde jsme zavedli monochromatickou optickou hloubku 7, jako novou proménnou substituci
dr, = a,ds . (2.14)

Pokud ovS8em dochéazi k rozptylu, pak vydatnost obsahuje Cleny zavislé pies jisté integralni jadro
na intenzitdch ve viech jinych smérech (ev. i frekvencich pii frekvenéni redistribuci), takze rovnici
prenosu zareni je tieba fesit jako soustavu integrodiferencialnich rovnic pro vSechny paprsky a
frekvence.
Opacitu a vydatnost v klidovém systému prostiedi lze ¢asto povazovat za izotropni. V tom
piipadé lze rovnici (2.10) pro gradient tlaku zéfeni zjednodusené zapsat ve tvaru
0 . 0

&ﬂ-r + oxt "

kde a = [ a,FFdv/ [ F¥dv je efektivni opacita.

= _Spk, (2.15)
C

2.1.2 Fenomenologicka hydrodynamika a zafiva hydrodynamika

Hydrodynamicky popis kapalin i plynu byvé zpravidla odvozovéan z fenomenologické predstavy
kontinua, jehoz fyzikdlni charakteristiky jako hustota p, rychlost ¢ atd. jsou funkcemi ¢asu ¢ a
polohy popsané zvolenymi ‘Eulerovymi’ souradnicemi = (f = f(¢,x)). Vyvoj kontinua je pak dén
parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi pro tyto veli¢iny. V tomto kontinuu je mozné uréit identitu
jeho libovolné ¢asti a sledovat jeji pohyb « = x(t,x0), kde xg jsou (‘co-moving’, tj. soubézné)
‘Lagrangeovy’ soutradnice, pficemz pole rychlosti je dano

0
v = ax(t, Zo) - (2.16)

Pohybové rovnice lze pievést z eulerovského do lagrangeovského popisu zavedenim ‘proudové’
casové derivace

d 0
— = . 2.17
il G (2.17)
Zvolime-li jistou oblast 2 lagrangeovskych soufadnic, pak jeji objem v case ¢ je dan
t
Wﬂ:/d%:/‘@iﬁﬁd%m (2.18)
o) Q0 81)0
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Proudové derivace objemu je (srov. pozn. 6 na str. 9)

d 9 | dx(t, o) O0x(t, o) | 15 / 3
—V(t E d’xg = d’x ~V. 2.19
dt () = /QO ot Oxo / 5‘z’ Oxg o Q(VU) v (Vo) ( )
(kde jsme v kazdém c¢lenu rozderivovaného determinantu uzili tpravy %gm; = g—”j = g;’,i ‘g‘”j,
Zo Zo Zo

posledn{ rovnost plat{ pro infinitesimalné malé oblasti 2). Pfedpokldddme-li tedy, ze celkovd hmot-
nost M = pV této oblasti se zachovava, pak odtud dostaneme rovnici kontinuity v lagrangeovském
resp. eulerovském tvaru

dp dp B
E + p(Vv) = Bt + V(pv) =0. (2.20)

Podobné, pfedpokldddme-li, ze celkovd zména hybnosti je ddna silou (tlakovou i objemovou)
pusobici na element kontinua, dostaneme pohybovou ‘Navierovu — Stokesovu rovnici’

p%' (gt+WV)>=f—VP7 (2.21)

kde f je nyni objemova hustota sily (napf. —pV® v piipadé skaldrniho potencidlu) a P je tlak (nebo
anizotropni tenzor napéti pro viskozni kontinuum). Velikost tlaku je zpravidla urcena piislusnou
stavovou rovnici

P=PpT). (2.22)

Teplota T, kterd souvisi s hustotou tepelné energie, je bud déna termodynamickou rovnovahou s
jistou tepelnou ldzni (napf. polem zéfen{), nebo musi byt feSena z rovnice energetické rovnovahy.
Pii konstruovani této rovnice je tfeba vzit v tivahu, ze ke zméné tepelné energie EF = €V pohy-
bujiciho se elementu plynu o objemu V piispiva (kromé ostatnich procesu s vykonem E+) i prace
vykonana stlacovanim proti jeho tlaku,

d . av
Naptiklad pro plyn s [ stupni volnosti na kazdou castici je
= lnk;T = iP (2.24)
2 20 '
takze pii adiabatické expanzi (E} = 0)
d av. 1l _a2d 241
eV)+ P— =V T —(PV T 2.2
0= dt( )+ dt 2 Ldt(vl)’ (225)
tj.
P=RVEV ™~ p~ (2.26)
kde koeficient adiabatické expanze
2
ﬁzﬁﬁ, (2.27)
takze 5
| = 2.28
p— (2.28)
? P
= 2.2
€= 7 (2.29)



Rovnice energetické rovnovahy tedy bude mit tvar

%5 + ke(Vv) =¢4 (2.30)

kde na pravé strané vystupuje objemova hustota vykonu ostatnich procest £, = E"+ /V, napf.
termonukledrnich reakci, energie absorbované ze zareni (kterou lze urcit z feSeni rovnice pfenosu
zéren{), nebo divergence toku tepelné energie proudictho vedenim — srov. (1.61) pro idedln{ plyn,
prokteryl:?)an:%.

V obecném piipadé, kdyz vnitini stupné zahrnuji napi. excitaci a ionizaci, je vnitini energie
déna integralem rovnice (2.23) pro E, =0, tedy

eV = —/PdV . (2.31)

ZAFiva hydrodynamika je obor problému dynamiky kontinua (zpravidla plynu), kterd je pod-
statné ovlivnéna interakci se zarenim. Toto ovlivnéni muze byt na ruznych drovnich. Nejcastéji
zarivé ¢leny vystupuji jako zdroje (nebo ztréty) v rovnici energetické rovnovahy, tedy jako jeden
ze zdroju € na pravé strané rov. (1.61). Tim, ze zéFen{ ohi{vd nebo ochlazuje plyn, mén{ jeho teplotu
a tlak, a tim ovlivituje jeho dynamiku. Tlak plynu muze byt zmeénén i fotoionizaci (nebo fotodiso-
ciaci), kterd zmeén{ v rov. (2.22) pfi konstantn{ hustoté hmoty p stfedni hmotnost volné ééstice a
Ciselnou hustotu édstic n. Zareni vsak muze mit i pfimy dynamicky uc¢inek. Tim, Ze kazdy foton
nese hybnost imérnou své energii, miaze ménit hustotu hybnosti (a tedy piimo rychlostni pole)
¢astic plynu nejen pii absorpci a emisi, ale i pfi rozptylu. Tento zdroj hybnosti vystupuje na pravé
strané rov. (2.21) bud jako hustota sily a nebo (podle rovnice pfenosu zafeni ekvivalentné) jako
gradient tlaku zéfeni neseného polem zafeni. Resen{ tloh zéfivé hydrodynamiky zpravidla vyzaduje
kromé feseni dynamickych rovnic plynu uvedenych v tomto odstavci i feSeni rovnice pfenosu zafeni
uvedené v odstavci 2.1.1. Rovnice pfenosu v pohybujicim se prostfedi je ovSem znacné kompliko-
vana, zejména pokud rychlosti plynu nejsou zanedbatelné vuci rychlosti svétla. Pak totiz absorpéni
a emisni koeficienty (viéi nehybné vztazné soustavé) zavisi na sméru fotonu i plynu. Tuto potiz
muzeme zpravidla obejit pfechodem k soubéznym souradnicim (nebo alespon co-moving vztazné
tetrdde, kterd nemusi byt soufadnicovd), ¢imz se ovsem naopak zkomplikuje levd strana rovnice
prenosu. V obou pfipadech potfebujeme transformovat veli¢iny vztahujici se k ultrarelativistickym
¢asticim (fotontim) mezi ruznymi inercidlnimi soustavami (byf t¥eba se vzajemnymi rychlostmi
zcela nerelativistickymi). Tyto transformace je tieba bud provést lorentzovsky invariantné a pak
odvodit jejich nerelativistické aproximace, nebo alespon postupovat velmi opatrné pfi intuitivnim
zanedbavéani relativistickych korekei i pii interpretaci ziskanych vysledku.

2.1.3 Radialni akrece a hvézdny vitr
Jako priklad aplikace klasické zarivé hydrodynamiky vypoctéme stacionarni radidlni tok prostiedi

s rychlost{ v¢ = v(r)r?/r. Z eulerovského tvaru rovnice kontinuity (2.20) dostdvame rovnici

0=V (p(r)v(r)rz) = 7’72i (p(r)v(r)r?) , (2.32)

T dr

kterd ma reSeni

p(r)o(r)yr? = h, (2.33)
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Obrazek 2.1: Sféricky symetricky tok kontinua.

kde h je tok hmoty do jednotkového prostorového dhlu konstantni pro vSechna r (kladny pro vytok
a zéporny pro akreci). Pohybova rovnice (2.21) ma nenulovou pouze radidlni slozku

p(r)v% = —pg — %(P +P), (2.34)
kde g je gravitaéni zrychleni a P, je radidlni slozka tenzoru napéti pole zdfeni (2.7), jejiz gradient
lze vyjédiit podle (2.15) rovnéz pomoci radidlntho toku zéreni. Tlak plynu P je stavovou rovnici
(2.22) svdzén s hustotou p a teplotou T. Zndme-li teplotn{ rezim, ktery muze byt ddn interakef
s polem zafen{ (napf. jako izotermicky) nebo muze byt adiabaticky aj., pak je tlak P svazén
s hustotou p, kterou lze pomoci (2.33) vyjadiit pomoci rychlosti v, pro kterou tak dostdvéme
jedinou diferencidlni rovnici

<v_kT1>d”__g_T2d<kT)+“Fr. (2.35)

muwv)dr dr \'mr2? c
Jeji integraci dostavame implicitni algebraickou rovnici pro v ve tvaru
F(v) = @5 — O, (r) (2.36)
kde napf. pro izotermicky piipad mé funkce F'(v) na levé strané tvar

v

Uk

Fv) = 1(1}2 — ) — ﬂln

: - (2.37)

s minimem rovnym nule v kritickém bodé

o = \/f . (2.38)

Na pravé strané rovnice (2.36) je modifikovany potencidl ®,,(r), ktery mé v izotermickém piipadé
(a pii konstantni efektivni specifické opacité & = a/p = [aF.dv/(p [ F,dv) v opticky tenkém
piipadé) tvar

bu(r) = [ (o= 200 - 25 Jar =~ S 2l 4 2 (2:39)
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opét s extrémem v kritickém bodé

m KL
k= opT (GM N 471'0) ’ (2.40)

kde G je gravitaéni konstanta, M hmotnost télesa a L = 47r2F, jeho luminosita. Aby existovalo
feseni v(r) pro vSechna r, musi integra¢ni konstanta ®5 > ®,,(ry). Pokud &5 > ®,,(ry), existuji
dvé feSeni, jedno s rychlost{ podkritickou a druhé s nadkritickou (viz prerusované ¢ary v obr. 2.1).
V pripadé &, = P,,(rg) jsou tato Feseni v kritickém bodé propojena, takze lze vybrat feSenf
hvézdného vétru, které je asymptoticky pro » — 0 statické a pro r — co dynamické, nebo feseni
radidlni akrece, u kterého je tomu naopak a jehoz rychlost je zdpornd (viz plné ¢ary v obr. 2.1).
Piitom predpokladame, ze specifickd opacita & je konstantni a zafeni télesa je natolik malé, ze

4
L < %CGM = Lgaq s (241)

takze pritazlivy gravitaéni potencidl prevlddd nad odpudivym tlakem zdfeni (prava strana této
nerovnosti je tzv. Eddingtonova luminosita Lgqq a luminosita L spliujici tuto podminku se nazyva
pod-eddingtonovska). Konstantnost & splituje napi. Thomsonuv rozptyl na volnych elektronech
kT = neor/p (pokud zustdva konstantni ne/p), ktery je pro nerelativistické elektrony frekvenéné
nezdvisly. Obecné je vSak opacita zdvisld na hustoté (napf. pravdépodobnost volné-volnych piechodtt
roste se ¢tvercem hustoty) i frekvenci zareni, takze je tfeba znét spektrélnf rozlozeni zéren{ i stav
hmoty pro vSechna r.

Ve frekvencich, v nichz je vysokd opacita, muze byt hvézdny vitr opticky tlusty, takze zafeni
centralniho zdroje muze byt z vétsi ¢asti absorbovano a prerozdéleno do jinych frekvenci a smér,
¢imz se tlak zareni efektivné snizuje. To nastiava zejména v rezonancnich spektralnich carédch,
které ovSem dopplerovsky posun vznikajici v dusledku gradientu rychlosti prubézné posouva do
sousednich frekvenci s dosud neabsorbovanym zafenim. Urychlovani hvézdného vétru tlakem zafeni
tak muze pokracovat dokud se neuplatni tzv. line-locking mechanismus, v némz se dulezitd ab-
sorpéni ¢ara posune do oblasti spektra absorbované jinymi prechody. Ptikladem jsou vytrysky
s koncovou rychlosti blizkou 0,28¢ (napf. asi 0,26c u SS 433), kterd odpovida relativistickému
dopplerovskému posunu (1—8)//1 — 82 = % = % ¢ary Lymann « ke hrané lymannovské série,
za niz je zafeni centralniho objektu utlumeno lymanovskym kontinuem.

Specificka opacita tedy muze zaviset i na prubéhu rychlosti. V piipadé rychlého monotonniho
vzrustu muzeme optickou hloubku v jedné ¢are rozsitené tepelnou rychlosti vy vypoéitat pomoci
tzv. Sobolevovy aproximace

o~ a /exp <_(1/ — (1 — v’r/c))2) dr ao% ’ (2.42)

(vovr/c)?
kde v' = dZ—(TT) je gradient rychlosti. Celkovy tlak zafeni zavisi na rozlozeni absorpénich ¢ar podle
jejich sil oscilatort, které mé piiblizné mocninny prubéh; pocet ¢ar silngjsich nez kp,
N(kz) = Nor§™ 1, (2.43)

kde a je koeficient s hodnotou mezi 0,5 az 0,6. Slabé ¢ary se ve svém velkém poctu prekryvaji a
zpusobuji tak jako pseudokontinuum tlak zaFeni imérny pouze toku zafeni, zatimco nec¢etné silné
¢ary pusobi tlakem imérnym gradientu rychlosti. Stfedovanim pies uvedené rozlozeni ¢ar vychazi

celkové zrychleni zptisobené tlakem rezonanénich ¢ar?
F, 1 dv\“
gr = kL ( ”) , (2.44)
c vrkrp dr

3Tzv. CAK teorie (Castor, Abbot, Klein), viz [3], [2].
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kde & je normovaci konstanta dand Ny. Pohybové rovnice (2.35) mé pak v izotermickém pfiblizeni

far 2\ d 2 GM C dv\”
v\ dv 2v5% 5 dv
- —— — — = — = 2.4
<v v ) dr r + 72 72 (T Udr) 0 (2.45)
kde L @
4
ooyt (Y 2a6)
4dme krvr M

Cviéeni 5 Odvod’te a este pohybovou Tovnici pro adiabaticky sféricky symetricky hvézdniy vitr.

2.1.4 Razové viny

V predeslé kapitole jsme hledali stacionarni feseni hydrodynamickych rovnic pro urychlovany proud
hmoty, ktera spojité propojuji jeho popis v podzvukové a nadzvukové oblasti prostoru. V piirodé
se oviem Casto setkdvame se situaci, kdy se makroskopické velic¢iny (napf. hustota a rychlost plynu)
meéni prakticky skokové, presnéji feceno na prostorové skdle fadu stfedni volné drahy jednotlivych
castic. O té predpokladame, Ze je podstatné mensi nez charakteristickd délka makroskopickych
nehomogenit prostiedi, takze k popisu prostiedi je vhodné pouzivat prostorové funkce nespojité
na jisté plose rozhrani. Piikladem takové situace jsou tzv. razové viny vznikajici napf. pii akreci
materidlu padajictho nadzvukovou rychlosti na povrch hvézdy, pfi srazce hvézdnych vétra ze dvou
slozek dvojhvézdy, pii interakci kosmickych vytrysku s mezihvézdnym prostiedim, pii interakci
slune¢niho vétru s magnetosférami planet atd.

Diferencialni rovnice popisujici ¢asovy vyvoj makroskopickych veli¢in kontinua jako je rovnice
kontinuity hmoty (1.49) nebo ndboje (1.74), pohybové rovnice (1.51) ¢i (1.90), nebo rovnice ener-
getické rovnovahy (1.61) maji tvar zdkonu zachovéan{

apx 8J}(
ot * ozt

= Sy (2.47)

veliciny X s hustotou px, tokem Jx a hustotou zdroje Sx, nebo je lze do tohoto tvaru upravit.
Ve vztazné soustavé, vici niz se razova vina nepohybuje, ¢asova derivace odpadé. Vyintegrovanim
téchto rovnic ve sméru normaly n* k plose diskontinuity podél limitné malého tiseku drahy z jedné
jeji strany na druhou dostaneme tzv. Rankinovy — Hugoniotovy podminky

[Tin']? =0, (2.48)

v nichz prvni ¢len s ¢asovou derivaci i1 prava strana vypadly v dusledku predpokladdné spojitosti.
Konkrétné z rovnice kontinuity hmoty tak dostdavame podminku

9p  Apv) _ i 12 _
8t+ O =0 = [pn']i=0, (2.49)

kterd ovSem plati pouze ve vztaznych soustavach, vuéi nimz se plocha diskontinuity (rdzovéa vina)
nepohybuje. Pokud by se diskontinuita pohybovala rychlosti v, pak musime rychlosti v; » nahradit
rozdilem vy 9 — vg (pficemz fyzikdlni smysl ma pouze slozka vg rovnobéznd s n). Tuto podminku
lze splnit dvéma zpiisoby — bud musi byt nfv? = 0 a tedy hmota se na obou stranéch diskontinuity
pohybuje rovnonézné s jeji plochou a pak jeji hustoty na obou straniach jsou nezavislé, nebo rychlost
mé také nenulovou slozku ve sméru normadly k plose, a pak hustoty mus{ byt nepfimo timérné
velikostem téchto slozek tak, aby prutok hmoty byl z obou stran stejny. Pravé v tomto druhém
piipadé se jedné o rdzovou vlnu, nastdvat ale muze i diskontinuita prvniho typu.
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Podobné z pohybové rovnice (1.75), jejimz specidlnim piipadem pro neionizovany plyn je (1.51)
a kterd ma po dosazen{ celkového tenzoru napéti (1.31) s izotropnim tlakem 7% = §% P a elek-
trického proudu podle (1.89) tvar

) o . ) 1 R
O (pv*) + Vj(pv*v? + P§7) + pV;® — nE" — 4—Vj(BZBJ - 55”32) =0, (2.50)
/i

dostavame )

pv'(nfv?) + Pn' + i("—j(Siﬂ'B2 - B'BY)| =0. (2.51)
47" 2 1
Tato rovnice udavéd rovnovahu celkového tlaku (tj. tlaku uspofddaného pohybu, vnitintho tlaku
plynu a magnetického tlaku) z obou stran rozhrani. V pfipadé, ze rychlost je rovnobézna s diskon-
tinuitou a nejednd se tedy o razovou vinu, jsou slozky tlaku usporadaného pohybu kolmé k diskon-
tinuité nulové a rovnovdhu musf zajistovat vnitini a magneticky tlak.

Ze stopy rovnice (1.53) pro kvadratické momenty Boltzmannovy rovnice muzeme odvodit
rovnici kontinuity energie. Kdyz podle (1.31) a (1.55) rozlozime druhé a tfet{ momenty rozdélovaci
funkce na ¢dsti usporddaného a vnitiniho pohybu, podle (1.60) budeme piedpoklddat izotropni
tlak a zanedbdme slozky ¢*/7 odpovidajici vedeni tepla, pak tato rovnice bude mit tvar

0 v? 0 i . opv? , 00 o
a(5+ %) + py (ev' + Pv' + %v )+ pv i = ((St) . (2.52)

Veli¢ina ¢ + P ve druhém élenu odpovida objemové hustoté entalpie h.* Rankinova — Hugoniotova
podminka zachovani energie tak ma tvar

v .

[(h + g)(v’nl)} =0. (2.53)

Dalsi podminky pro nespojitosti v plazmatu vyplyvaji z Maxwellovych rovnic (1.88)

12
VB=0 = [B'n']|=0 (2.54)
a z rovnice (1.91) pro vyvoj magnetického pole v limité nekoneéné vodivosti
OB=Vx@wxB-SJ) = [ax@xB)P=0. (2.55)
o

Vysetifujme nyni jednoduchy pfipad razové viny v plynu s [ stupni volnosti, jehoz tlak a vnitini
energie jsou ddny vztahem (2.24). Jeho vlastnosti jsou popsédny hustotami hmoty pq 2, rychlostmi
v1,2 ve sméru normdly k rdzové viné a tlaky P o na obou jejich strandch. Tyto tii veliciny v

nalétavajicim proudu povazujme za zadané a pro jejich hodnoty ps, vo a P5 za rézovou vlnou
dostdvdme z podminek (2.49), (2.51) a (2.53) soustavu rovnic

P2U2 =  P1U1 (256)
Pyt ppvy = (1+&)piv} (2.57)
aPyvy + povs = (1 +aé)prv?, (2.58)

4Entalpie je termodynamicky potencial H(S, P,N) = E(S,V,N) + PV systému, tj. Legendreova transformace
vnitini energie £ = f(TdS' — PdV + pdN) ve sdruzenych proménnych P a V. Podobné Helmholtzova volné energie
F(T,V,N)=FE — TS a Gibbsova volnd energie G(T,P,N) = E —TS + PV.
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kde jsme oznacili
Py
a=1l+2 a = . 2.59
: p1v (259)
Z rov. (2.56) muzeme vypocitat hustotu ps, z (2.57) tlak ps a po dosazeni do (2.58) dostaneme
kvadratickou rovnici

(a0 — 1)v3 — a1+ vy + (@€ + 1)vi =0 (2.60)

pro vy. Ta méa dvé FeSeni, z nichz jedno (vy = v1) je trividlni a odpovidd nerusenému toku hmoty
pres kteroukoliv plochu. Rozkladem

[( — vy — (1 4+ a&)vy][vg —v1] =0 (2.61)
na kofenové ¢initele nalezneme feSeni odpovidajici rdzové viné

B 1+a€v

(%) 1 -
a—1

(2.62)
Pro plyn s [ stupni volnosti na kazdou ¢dstici a zanedbatelnym pocatecnim tlakem (£ = 0) tak
vzhledem k (2.59) klesne rychlost plynu za rézovou vlnou na 1/(a—1) = 1/(I+1) puvodn{ hodnoty,
tj. na ¢tvrtinu pro ¢éstice, které maji pouze tii kinetické stupné volnosti. Z rovnice (2.56) je ziejmé,
ze hustota py se zvétsi v opacném pomeéru nez je zmenseni rychlosti.

Z rovnice (2.62) vyplyvd, ze va < vq, jestlize v? % = 2. Z rozboru adiabatické vlnové
poruchy rovnic (2.20) a (2.21) se muzeme presvédéit, ze ¢; je rychlost zvuku v plynu s poc¢ateénimi
podminkami p;, Py (pomér M; = vi/c; je tedy Machovo &fslo, které musi byt > 1).5 Pravé
nadzvukovost proudu plynu nalétavajiciho na rézovou vinu brani tomu, aby se v ném proti proudu
§itila informace o pfitomnosti razové viny a dochazelo tak k postupnému spojitému brzdéni a
zahusfovani plynu. Z rovnic (2.56) a (2.57) muZeme dale odvodit, Ze pro rychlost zvuku cy za
razovou vilnou plati

3 kPy 14+2 1-¢&
v pav3 I 1+(1+2)¢°
Tento pomér je vétsi nez 1 dokud x€ < 1, coz znamend, ze proud plynu dopadajici nadzvukovou
rychlosti se po zpomaleni a ohfati razovou vlnou pohybuje dal podzvukovou rychlosti.

(2.63)

2.2 Relativisticka kineticka teorie

Zvoleny pozorovatel muze kinetickou teorii v podobé, ve které jsme ji formulovali v kapitole 1.1,
aplikovat z pohledu své vztazné soustavy i na plyn slozeny z relativistickych ¢astic (viz napf.
odstavec 2.1.1). Jestlize se v8ak budeme zabyvat vztahy mezi velicinami naméfenymi ruznymi
inercidlnimi pozorovateli, pak pfedpoklady galileovské grupy transformaci (tj. absolutni ¢as, in-
variantnost prostorového i hybnostniho objemu a pouhé posunuti v prostoru hybnosti, které jsme
pouzivali napf. pii vyjadreni (1.31) tenzoru napéti vuéi vztazné soustavé pomoci jeho slozek ve
vlastni soustavé plynu) budou omezovat pouzitelnost klasické teorie na piipad nerelativistického
plynu a nerelativistickych rychlosti vztaznych soustav. Chceme-li vybudovat lorentzovsky invari-
antni kinetickou teorii pouzitelnou v ramci specidlni a tim spiSe i obecné teorie relativity, musime
revidovat zavedeni zakladnich pojmu poé¢inaje fazovym prostorem. S jejich pouzitim pak muzeme
odvodit dynamické vztahy pro rozdélovaci funkci a jejich dusledky jako jsou (z&riva gravito-) mag-
netohydrodynamika.

5Piedpoklddejme poruchu §p, dv, §P ~ exp(ik(z — ct)). Podle (2.26) §P = xPdp/p, takze poruchové rovnice
0tdp + pOgdv = ik[—cdp + pév] = 0 a pdidv + ISP = ik[kP/pdp — cpdv] = 0 maji nenulové feseni pravé kdyz
c2p— kP =0.
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Pbr

Obrézek 2.2: a) Souradnice na hmotové slupce. b) Fézové trajektorie ¢dstic padajicich radidlné na
¢ernou diru.

2.2.1 Fazovy prostor

Necht V' je prostoro€as s pseudo-riemannovskou metrikou ¢ (se signaturou —,+,+,+). Metrika g
definuje na V lorentzovsky invariantni ¢tyf-objem

n=d'V =/—|g|da® A dz' Ada? A da? = dt A dPV, (2.64)
kde (20,2, 22, 23) jsou soufadnice v libovolné mapé a |g| je determinant matice kovariantnich
slozek g (takze v libovolné ortonormélni bézi dz* je |g| = —1). Tri-objem

ny = dV = (d*V.U) (2.65)

méfeny pozorovatelem se ¢tyf-rychlosti U a vlastnim ¢asem ¢ se transformuje pii prechodu k
¢arkovanému pozorovateli
dt Nnu
317! _ 3y,
dV—@dV—W. (2.66)
Ti{-objem tedy lorentzovsky kontrahuje v opaéném poméru (daném v = (1 — v?/c?)~/2) nez ve
kterém casovy interval dilatuje, zatimco prostoroc¢asovy ¢tyi-objem zustava lorentzovsky invari-
antni.
Na teéném prostoru T, hybnosti (p°,p!,p?,p®) éastic v dané udalosti = definuje metrika g
¢tyt-objem hybnosti
m=d*P = \/—|g|dp® A dp* A dp* A dp®. (2.67)

Ten je opét lorentzovsky invariantni, i kdyz jeho projekce do U a kolmé nadroviny (tj. do ¢asové
a prostorovych slozek z hlediska zvoleného pozorovatele) nejsou invariantni. Pokud se zabyvame
pouze casticemi s danou klidovou hmotnosti m, jejichz ¢tyf-hybnosti splnuji relaci

0=¢(p) =p* +m”, (2.68)

popiipadé jinou, napi. disperzni relaci, pak se prostor hybnosti redukuje na tzv. hmotovou slupku
Ty, tj. tiidimenziondlni podvarietu variety 17, ve které muzeme jako soufadnice pouzit napi. pros-
torové (z hlediska zvoleného pozorovatele) slozky p a casovou slozku vyjadrit jako jejich funkei
p° = p%(p?) (zpravidla se omezujeme na p' > 0, viz obr. 2.2a). Lorentzovsky invariantn{ tif-objem
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mg na Ty (indukovany metrikou g) dostaneme zizenim d*P s jednotkovym vektorem kolmym k
Ty, takze

do
d'P = —— Amy. 2.69
V konkrétnim tvaru rovnice (2.68)
do = 2pedp™ = |do|? = —4p® = 4m? | (2.70)
takze 1
V/=lgldp® Adp' A dp* Ndp® = —podp® Ay, (2.71)
odkud vychazi
m
Ty =/ —|g|p—0dp1 A dp* A dp? . (2.72)

Relativistickym zobecnénim fdzového prostoru je teény bundle M = {(z,p)|z € V,p € T, } (viz
definice 7 na str. 58) s metrikou
G = ( g 0 > (2.73)

0 g

a osmi-objemem

Q = d'VAd'P= (2.74)
= —|g|dz® Adaxt Adx? Adxd A dp° A dpt A dp? A dp® =
= —dz Adazt Ada? Adx3 A dpo A dpy A dps A dps.

Pro ¢éstice splaujici relaci (2.68) je fdzovym prostorem hmotova slupka My jako sedmidimen-
ziondlni podvarieta M s invariantni mirou

Qy = d*V A T (2.75)

2.2.2 Liouvilleuv teorém a Boltzmannova rovnice

Ve fdzovém prostoru M definuji pohybové rovnice jedné ¢astice

@ _

T = =2(6), (2.76)

kde ¢ = (2°, 21, 22, 23, p°, p', p?, p*), jednoparametrickou grupu pohybovych transformaci, tj. fazo-
vych trajektorii parametrizovanych afinnim parametrem w. Fézovy objem € je vici tomuto pohybu
invariantni, pokud Liouvilletv operator L = ﬁ spliiuje tzv. Liouvilleav teorém

divL =0. (2.77)
Pak totiz (podle (A.87), (A.86) a (A.60))

%/DQ:/DELQ:/DCKL.Q):/D(divL)on, (2.78)

kde D = D(w) C M je libovolnd oblast (pficemz mira Q je ddna metrikou a divergence odpovidajici
metrickou konex{). V tomto pfipadé je mira

w = (L.O) (2.79)
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invariantni mirou udavajici hustotu fazovych trajektorii protinajicich libovolnou sedmidimenziondl-
nf nadplochu (napt. vlastni fazovy prostor I' = {(z,p) € M|(U-Z) = 0} pozorovatele nebo soustavy
pozorovateli se étyfrychlosti U), nebot

0:/Dd<LQ>:/8D<LQ>:/BDU.):/P<JJ—/IUJ. (2.80)

Potom mutzeme také definovat invariantni rozdélovaci funkci f na M jako hustotu fdzovych tra-
jektori{ obsazenych ¢dsticemi tak, ze pocet ¢dstic N(I') naméfenych pozorovatelem v jeho fazovém
objemu [ ny A d*P je

N(T) = /Ffw . (2.81)

Pohybovd rovnice pro vyvoj f v dusledku pohybu (2.76) a popfipadé i srédzek je tzv. Boltzmannova
rovnice 5f

L = = 2.82

n=(5) - (2.82)

kde srdzkovy Clen na pravé strané udava lorentzovsky invariantni fdzovou hustotu ¢astic vznikajicich
minus zanikajicich v daném elementu fazového objemu,

ow

/D<5J’>CQ=N(F)—N(F’)= 8DfW=/Dd(f<L.Q>):/DL(f)Q_ (2.83)

Srazkovy ¢len (%) miuze byt opét vyjadien jako multilinearni funkciondl f integraci pres hybnosti
C
pocétecnich a koncovych stavli ostatnich ¢astic Gcastnicich se srazky.
Pohyb (2.76) spliiuje Liouvilleav teorém (2.77) pokud jde o pohyb hamiltonovsky, tj.

dx* OH (z",p)y)

L= — ZZ2\W.P) 2.84
dw dp, (2:84)
_ dpb _ _8H($N7p)\)
Pe ™ dw ox* ’
nebot pak je
0 0 0°H 0°H
divL =2, =—L,.+ —L, = — =0. 2.85
v A g + op, P OxOp, Op,Oxt (2.85)

Liouvilleuv teorém je tedy splnén v dulezitych piipadech geodetického pohybu v obecné teorii
relativity nebo pro pohyb nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli.

2.2.3 Makroskopické velic¢iny a jejich dynamické vztahy

Podobné jako v nerelativistické kinetické teorii, urcuje i nyni rozdélovaci funkce f hodnoty lokalnich
i globélnich makroskopickych veli¢in charakterizujicich vlastnosti celého souboru ¢astic popsaného
funkci f. Analogicky zavedeni hustoty ¢astic, hustoty hybnosti a tenzoru napéti v odstavci 1.1.1
nebo 2.1.1, mohou byt prostorocasové hustoty ¢ ruznych tenzorovych velicin @ typu 77 déany
jako soucet prispévku od vsech obsazenych hybnostnich stavi v piislusné udalosti, tj. integralem
pifslusné veli¢iny @ stfedované s vahou f pies d*P, resp. pfes hmotovou slupku

q= /Qfd4P. (2.86)
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d*Vv

0Dy x Dp
l DV X DP ‘DV X 8Dp
d4PV

Obrazek 2.3: Oblast integrace

Nékteré veli¢iny jako napi. entropie zavedend v odstavci 1.3.1 mohou byt dény i nelinedrni zavislosti
na rozdélovaci funkei f. Z Boltzmannovy rovnice (2.82) pak pro tyto veli¢iny vyplyvaji zdkony
zachovani, resp. jiné dynamické vztahy.

Vynasobme rovnici (2.82) napfiklad skalarn{ funkei Q(f, z, p) na fdzovém prostoru, kterd muze
byt zavisld i na rozdélovaci funkci f a implicitné i na nékterych parametrech popisovanych ¢astic
(napf. na jejich ndbojich ruzného typu), a integrujme ji pres oblast fdzového prostoru D = Dy x Dp,
kterd je direktnim soucinem (libovolné malé) oblasti Dy prostorocasu a oblasti Dp na prostoru
4-hybnosti (polomér této oblasti na te¢ném fibru pujde naopak limitné do nekoneéna). Analogicky
rovnici (2.83) plati

[t (55) o= [ atenne= [ rooe- [ mee. e

Protoze povrch oblasti D se skladd ze dvou ¢dsti (viz obr. 2.3),
oD = (3DV X Dp) U (DV X 8Dp) s (288)

muzeme prvni z integrali upravit

[ rreuame = [ drewe)= [ oo -
D D oD
= / fQ(L.AYV)d*P + / fQIL.A*P)d*V . (2.89)
dDvy JDp Dy JODp

Druhy ¢len na pravé strané vymizi, jestlize rozdélovaci funkce f klesd k velkym hodnotam slozek
hybnosti mnohem rychleji nez roste @ (i v pfipadé zavislosti @ na f) a velikost 0D p. Zavedeme-li
prostorocasovy vektor J hustoty 4-proudu veli¢iny @ tak, aby®

(J.dYWV) = fQ(L.d*V)d*P , (2.90)
Dp
pak dostavame
/ L(fQ)d'V Nd*P = (J.dWV) = d(J.d'V) = / (div.J)d*V . (2.91)
D dDy Dy Dy

Protoze rov. (2.87) mé platit pro libovolnou oblast Dy, musi v kazdé udalosti platit rovnice kon-
tinuity toku J i v diferencialnim tvaru

(div.J) — fL(Q)d*P = Q(f,z,p) (?i) d‘p. (2.92)

Dp Dp

SProstorocasova, ¢ast Ly % vektoru L na te¢ném bundlu je pfitom obecné funkci hybnosti p.
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Toto odvozeni rovnice kontinuity muzeme pro hamiltonovsky pohyb zapsat také v souradnicovém
tvaru. Boltzmannova rovnice (2.82) vyjaddfend pomoci Poissonovych zdvorek mé tvar

_i_ :8f8H_8f8H_ﬁ
)= gof = fH) = gt - Lot ( 5w> (2.93)
Vektor toku J lze definovat vztahem
OH P
= [Qratr= [ Q5 r-laht T b (294)
L k=0

Jeho kovariantni (ctyt-)divergence J*, je tedy dana vztahem
. N of O0H
VL = .= [agh g Tl [ @ fH e =
B of of O0H
- Jo(3) Man+ [o3f 8LH Dt /W Hdp,@—

= /Q(6f> [1dp- - /8p a ~( fHdpn—
\/ﬂ/@(&u>cd4p+ \/m/[Q,H]fd“P, (2.95)

—/[Qﬂ]fd“P: /Q (;{})Cd“P. (2.96)

Specidlngé, kdyz zvolime @ = 1, pak [@, H] = 0 a ¢tyi-tok hustoty ¢dstic

tj.

dx*
b= [ ——fd'P 2.
J ot (2.97)

splituje jednoduchou rovnici kontinuity

A
J;L_/<5w>cd4P, (2.98)

kde srazkovy ¢len na pravé strané udava casoprostorovou hustotu vzniku nebo zaniku ¢astic
pifslusného druhu pii srdzkdch (a v mnoha piipadech lze tento ¢len brét jako nulovy).

Dalsi moment Boltzmannovy rovnice dava pohybovou rovnici, tj. rovnici zachovani hybnosti.
Hybnost p, neni skaldrni veli¢ina, muzeme z ni vSak skalarni veli¢inu zkonstruovat zizenim s
libovolnym vektorem v*. Zvolime-li tedy veli¢inu @ = v*p,, pak jeji ¢tyi-tok J mé podle rov. (2.94)
tvar

d L
Tt =" / Pl AP = 0" T (2.99)
dw
kde p
:CL
T.!= [ po—Ffd*P 2.100
p / prg—f (2.100)
je kanonicky tenzor energie-hybnosti soustavy Castic. Poissonova zavorka
0H OH
H = poos 22 w9 2.101
(QuH] = prt G =05 (2101)
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takze rovnice (2.96) ma tvar

H
(T, "), — " T, —|—v”’/ 0 fd*P = Un/pﬁ ((SJC) d*P, (2.102)

ox* ow

ktery musi byt splnén pro vSechna vektorova pole v. Tenzor energie-hybnosti proto musi spliiovat
rovnici kontinuity hybnosti

O0H of
T, +wh, Ty + popes fd*pP = /pﬁ <5w)cd4p : (2.103)
kde w?,, jsou 1-formy konexe — srov. (A.47). Rovnice (2.103) je pohybova rovnice kontinua.

Pro soustavu nabitych ¢astic v gravitacnim a elektromagnetickém poli je jednocasticovy Hamil-
tonian )

H = 59" (p = eA)(pr — e4y) (2.104)

kde e je ndboj ¢astice a A(x) je Ctyfpotenciél elektromagnetického pole. Pohybové rovnice ¢astice
(2.84) tedy maji tvar

da* OH

dg; = 5, =P —eA (2.105)
dp, oH 1, L

dz; = “on = 39 A (pr — €Ar)(pa — eAx) + e(p® — eA™) Ay,

¢tyf-tok hustoty spliiujici rovnici kontinuity (2.98) je ddn vztahem

Jt = / %Lffd“P = /(pb —eAY) fd*P (2.106)
a kanonicky tenzor energie-hybnosti
T.'= /pngffd‘lp = /pﬁ(pb —eAY)fd'P . (2.107)

Pro nulovy naboj nebo elektromagnetické pole je tenzor T"* symetricky. V tom pfipadé se druhy a
tiet{ ¢len na levé strané pohybové rovnice (2.103) vyrus{ a étyf-divergence tenzoru energie-hybnosti
soustavy ¢astic popsané rozdélovaci funkci f je ddna pouze srazkovym ¢lenem na pravé strané. Pro
nabité castice v elektromagnetickém poli ma kanonicky tenzor energie-hybnosti antisymetrickou
cast

T —T™ =e(A" TR — A®JY) (2.108)

takze druhy a tiet{ ¢len na levé strané rov. (2.103) se sloz{ na ¢len vyjadiujici v pohybové rovnici

0
T.", —eJ' A, = /pﬁ <f> d*p (2.109)
’ ow ),
hustotu elektromagnetické sily pusobici na nabité kontinuum.

2.2.4 Lokalné dynamicky symetrické rozdéleni

V kapitole 1.3 jsme odvodili, ze ve vlastnim klidovém systému plynu je v termodynamické rovnovéze
rozdélovaci funkce ¢dstic funkef pouze energie ¢astic E = E(p) méfené v tomto systému (a soufadnic
x). Jestlize nyni vime, Zze f je lorentzovsky invariantni, pak to znamend, ze v obecné soustave,
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vuci niz mé lokdlni vlastn{ klidovéd soustava plynu 4-rychlost U* = U*(z), musi byt rovnovdznd
rozdélovaci funkce zavisld na 4-hybnosti pouze prostiednictvim soucinu p,U*. V termodynamické
rovnovéaze musi mit f navic néktery z konkrétnich tvaru (1.139) nebo (1.140) podle kvantové povahy
popisovanych ¢astic. Jestlize vSak budeme mit jakékoliv rozdéleni tvaru

f = f(.%', (pU(ac))) ’ (2'110)

které nazveme lokdlné dynamicky symetrické (tedy napt. bude energetické rozlozeni odlisné od
rovnovazného, bude vsak stdle izotropni), pak z Boltzmannovy rovnice pro dynamiku tohoto plynu
vyplyvaji silnd omezeni.
Predevsim ze samotné podminky UU = —1 vyplyva
uusc =0, (2.111)

odkud pro 4-zrychleni
a"=0U".0" (2.112)

lokalnich pozorovatelu v klidu vuéi plynu dostdvdame podminku kolmosti na 4-rychlost. Zavedeme-li
projektor do vlastniho prostoru téchto pozorovateli”

P =UU" + g, (2.113)
muzeme s jeho pomoci kazdy 4-vektor X rozlozit na ¢asovou a prostorovou slozku
X' =-U"U,X")+ P X" (2.114)

rovnobéznou a kolmou k U. Podobné kazdy tenzor X muzeme rozlozit na ¢asovou, smiSenou (pros-
torové-casovou) a prostorovou slozku

X =UUS(UrXMU,) — (PYUSULXM + U UAPS XM) + P PE XM (2.115)
Pro kovariantn{ derivaci samotného U se tento vyraz vzhledem k (2.111) zjednodusi na
U = —PLUUMU, + P4P",UM = —a'U" + U P, (2.116)
= —a'U"+w"+o" + %HP“'C , (2.117)
kde antisymetricky tenzor rotace (vorticity)
W =yl prl = glsel 4 glynl | (2.118)
a symetricky tenzor smyku (shear)
ot = U PR — éU’\;AP“‘@ =Ur) 4ol — %913“”" : (2.119)
jsou prostorové tenzory ve vlastnim klidovém systému plynu a

6=U", (2.120)

"Dosazenim se lze piesvédéit ze P je skuteéné projektor
PL'€P/§A — PL)\

a ze jeho stopa PY, = 3.
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je skalar expanze.

Obecny mocninny moment rozdélovaci funkce je symetricky tenzor. V piipadé lokalné dynam-
icky symetrického rozdéleni, jehoz jedinym vyznaénym smérem je 4-rychlost U, musi byt kazdy mo-
ment zkonstruovan ze symetrizovanych tenzorovych souc¢ini U a g. Napf. tenzor energie-hybnosti
musi mit tvar linedrn{ kombinace

T~ (p'p" f) = A(x)U'U" + B(x)g" (2.121)
a tenzor tietiho radu
Qm)\ ~ <prnp)\f> — W(.T)ULUKUX + 3V($)U(Lgn)\) ) (2122)

Z momentu Boltzmannovy rovnice pro plyn v metrickém poli vyplyvé, ze kovariantni 4-divergence
se musi rovnat momentu srazkového ¢clenu. Jestlize rozdélovaci funkce je dynamicky symetricka a
srazky mezi ¢asticemi tuto symetrii nenarusuji (napf. interakei s jinym druhem ¢dstic rozdélenych
nesymetricky), pak i srdzkovy ¢len musi byt lokdlné dynamicky symetricky a jeho momenty musi
byt také zkonstruovany z U a g. Konkrétné pro druhy moment Boltzmannovy rovnice tak dostavame
vztah

)

Q" = (p*p* (57) )~ X(2)USUN + Y (2)g™ (2.123)

ze kterého po dosazeni (2.122) vyplyva diferencidlni rovnice pro U

(W +Wo)U U + 2Wa"UN + (V + V) g™ + 2VeruN 2V U Y = X (2)URU + Y (2)g"™ .
(2.124)
Rozlozenim této rovnice do ¢asové, smiSené a prostorové slozky, a déle rozlozenim prostorové slozky
na jeji ¢ast s nulovou stopou a na stopu, dostaneme vztahy

W4+Wo—-3V -Vl = X-Y (2.125)
(V-W)" = P-V* (2.126)

o = 0 (2.127)

V+ gve = Y. (2.128)

Z rovnice (2.126) tedy vyplyvé, Zze nutnou podminkou k tomu, aby plyn mohl byt lokélné dynamicky
symetricky (a specidlné tedy i v termodynamické rovnovéaze), je, ze jeho zrychleni musi byt dmeérné
prostorové projekci gradientu jistého skaldru. Podobné podle (2.127) je nutnou podminkou také
nulovost smyku. Lze dokazat, ze dalsi nutnou podminkou je, Ze plyn nemuze byt soucasné rotujici
a expandujici, tj. fw = 0.

2.3 Numerické metody dynamiky plyni

K fteSeni konkrétnich iloh dynamiky plynit napf. v astrofyzice musime ¢asto uzivat numerického
modelovani. Existuje fada ruznych osvédéenych metod, které lze k tomuto ucelu zvolit, a lze
pomeérné snadno vytvofit dalsi, vice ¢i méné odlisné. Proto se zde nebudeme snazit o systematicky
prehled a vyklad vSech metod a radéji si na nékolika vybranych metodédch ukazeme jejich vlastnosti
a problémy spojené s jejich uzivanim. V zasadé vSak numerické metody vychéazeji z modelovani
plynu bud’ kontinuem, popsanym parcidlnfmi diferencidlnimi rovnicemi, nebo velkym poétem ééstic
spliiujicich pohybové rovnice (existuje ovsem i fada metod smiSenych). O obou téchto pristupech
existuje velké mnozstvi literatury (napf. [13] pro sitové metody).
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V piipadé spojitého popisu prostiedi muzeme proménné veli¢iny numericky reprezentovat jejich
hodnotami v jisté prostorové siti, nebo rozvojem do vhodného systému funkci. Druhy ptistup byva
vyhodny kdyz vychézi z jisté (alespon priblizné) symetrie tlohy a snizuje tak jeji dimenzi (za cenu
vétsiho poctu proménnych, ktery je vSak stale mensi nez pocet uzlu sité potiebnych k reprezentaci
potla¢ené dimenze). Parcidln{ diferencidlni rovnice, ke kterym tiloha v obou ptipadech vede (pokud
rozvojem nepotla¢ime napi. vSechny prostorové dimenze a nedostaneme tak soustavu obycejnych
diferencidlnich rovnic), byvd zvykem klasifikovat jako eliptické (napi. Poissonova rovnice (9% +
92)F (x,y) = Q(x,y)), parabolické (napf. rovnice difuze (9; + COZ)F(t,x) = 0) a hyperbolické
(napi. vinovd rovnice (87 — ¢20%)F (t,x) = 0). Z numerického hlediska je mezi nimi rozdil v tom,
ze prvni dava ‘problém okrajovych podminek’ vyzadujici self-konzistentni statické feseni ve vsech
proménnych, zatim co druhé dva typy davaji tzv. ‘Cauchyho problém’ (‘poc¢dteénich podminek’),
umoznujici postupnou integraci ¢asového vyvoje. Pravé timto piipadem se budeme v nasledujicim
zabyvat.

2.3.1 Metody siti

Hydrodynamické rovnice a dalsi rovnice, které s nimi mohou byt pfipadné svazany (napf. Maxwellovy
rovnice pro elektromagnetické pole nebo Poissonova rovnice pro newtonovsky gravitaéni potencidl),
tvori zpravidla soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Pokud jsou totiz nékteré
diferencidlni rovnice vyssiho fadu, 1ze je vhodnymi substitucemi a doplnénim defini¢nich rovnic
prevést na rovnice prvniho fddu pro vétsi pocet proménnych (napf. Poissonovu rovnici pro po-
tencidl oznacenim gradient potencidlu jako intenzit pole).

Stabilitu feseni takové soustavy rovnic samotné i riznych diferen¢nich schémat uzitych k jejimu
numerickému Feseni muzeme vySetfovat pomoci tzv. von Neumannovy analyzy lokalni stability, tj.
studiem chovéni amplitud jednotlivych fourierovskych modu poruch feSeni. Predpokladejme, ze
rovnice mohou byt zapsany v eulerovskych soufadnicich ve tvaru

Ou+ 0, F(u) + G(u) =0 (2.129)

Proménnd u je obecné viceslozkovd mnozina — ‘vektor’ (ve smyslu pole v programovacich jazycich,
nikoliv z hlediska diferencidlni geometrie) stavovych velicin, F'(u) pfedstavuje toky téchto veli¢in
a G(u) zdrojové ¢leny. Pokud by soustava nebyla linedrni v w, muzeme ji napted linearizovat do
tvaru

O = L(u) = Au+ Bo,u , (2.130)
kde L je line4rn{ diferencilni operétor, tj. A a B jsou matice.® Potom pro Fourierovu transformaci
@ (kde u(t,z) = [a(t, k)e'**dk) dostdvame rovnici

Oyt = Aii + ikBii , (2.131)
kterda mé formélni reseni
u(t, k) = exp(At + ik Bt)u(0, k) . (2.132)

Rozlozime-li tedy vektor u do vlastnich vektori matice A + ikB, pak jeho slozky odpovidajici
vlastnim hodnotdm se zdpornou realnou ¢dsti budou exponencidlné tlumené a s kladnou expo-
nencialné porostou.

Nahradime-li soustavu diferencidlnich rovnic (2.130) diferen¢nimi rovnicemi

+m
wt = 3" oy, (2.133)

l=—m

8Pokud soustava linedrnich rovnic (2.130) obsahuje na pravé strané absolutni ¢len, vySetfujeme napied chovéni
homogenni soustavy.
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a uf = u(nAt, jAr) rozlozime v x do Fourierovy tady u? = >, apeAT pak v analogii s (2.132)

doszcaneme
+m n
ap = ( > CleiklAQC) ay . (2.134)
l=—m

Kazdy mod tedy opét bude klesat nebo poroste podle velikosti absolutni hodnoty prislusné vlastni
hodnoty matice Zl:im Cetklar,

Jako pifklad vySetfujme nejprve soustavu rovnic kontinuity (1.49) a pohybové rovnice (1.51) s
nulovymi srazkovymi ¢leny v jedné prostorové dimenzi,

u:(;[;), F(u):(;>, G(u):(pg),), (2.135)

kterou uzavieme algebraickou rovnici (1.31)

2

T== + P(p) (2.136)

pro celkovy tenzor napéti T' pii zndmé stavové rovnici 7% = P(p)§% pro tlak P ve vlastni soustavé
kontinua. Rovnice (2.130) mé tedy tvar

()2 0)(2) (o0 L)al2). e

2 — OP
= op
P(p)) v klidové soustavé kontinua. Po Fourierové transformaci tedy bude mit matice na pravé

strané rovnice (2.131) tvar

kde v = % je rychlost proudéni kontinua a ¢ je ¢tverec rychlosti zvuku (pfi stavové rovnici

. 0 ik
A+ikB=— ( ik(c® — v?) + @ 2ikv ) : (2.138)

Vlastni hodnoty této matice jsou

. P
Ar = —ik <v tey/1— szQ> , (2.139)

a vlastni vektory
ik
ug (k) = < As > . (2.140)

Resen{ (2.132) tak bude piedstavovat zvukové viny s vinovym vektorem k a frekvencemi ()),
to znamend postupujici rychlostmi v £ ¢ (v je rychlost undseni proudénim a c je rychlost zvuku
ve vlastn{ soustavé kontinua). Pokud je ® # 0, pak amplituda jedné z téchto vln s éasem expo-
nencidlné roste a druhd klesa (podle znaménka R(\)).

Toto chovani jednotlivych fourierovskych modu samotné soustavy diferencidlnich rovnic i chovani
jeji aproximace pomoci ruznych diferen¢nich schémat k numerickému modelovani ¢asového vyvoje
kontinua muzeme vySetifovat i na velmi jednoduchém piikladu daném parcidlni diferencialni rovnici

o+ cdpu =0 (2.141)
pro skalar u, jejiz feSeni méa tvar konstantni obecné viny
uf = u(ty, ;) = uo(zj — ctn) (2.142)

pohybujici se rychlosti c.
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Tabulka 2.1: Chyby metody FTCS
kAx  ckAt wv/c  cosTlukAt
10° 10° 985 1.015
30° 30°  .886 1.118
90° 90°  .500 1.414
90°  45° 590 1.118=1.25'/2
90° 10°  .634 1.006=1.057%/

FTCS Patrné nejelementarnéjsi metoda feseni spociva ve vyjadieni ¢asové derivace funkce u z

pohybové rovnice pomoci ostatnich ¢lenu a v postupném pric¢itani k pocateénim hodnotadm wug

v kazdém bodé piirustki Atd;u odpovidajicich konstantnimu ¢asovému kroku At. Prostorové

derivace pritom nahradime koneénymi diferencemi mezi sousednimi body z obou stran (proto

nazev forward time — centered space), takze v piipadé rov. (2.141) dostdvame rekurentni vztahy
uttl =7

cAt (
=, = —
J 7 2Ax
Jestlize napiiklad pocéteéni podminka m4 tvar ug(x) = sin kz, pak se s pomoci souétovych vzorcu
muzeme tplnou indukei presvédcit, ze

ul g —uj_q) . (2.143)

uf = cos” "(vkAt)sin(kz; — vkt,) , (2.144)
kde A
tg(vkAt) = CE sin(kAz) . (2.145)

Tento vysledek souhlasi s pfesnym feSenim (2.142) pouze v limité Az — 0 a At — 0, kdy v = ¢. Pro
konecné diference vsak vidime (napf. v tab. 2.1), ze vlny s kratsi vlnovou délkou postupuji mensi
rychlosti v a jejich amplituda roste. Protoze pocatecéni tvar ug obecné neharmonické viny muzeme
rozlozit na jednotlivé fourierovské slozky, které se pak v dusledku disperze rychlosti v = v(k) budou
rozbihat a vzhledem ke ¢lenu cos™™(vkAt) jejich amplitudy porostou rozdilnou rychlosti, je zfejmé,
ze vadou integracniho schématu se bude tvar vilny ménit.

V piipadé FTCS schématu (2.143) pro nasi modelovou rovnici (2.141) dostdvame ve shodé s
(2.144) a (2.145)

up = 1— '70 Ly kA ! i) (2 146)
U () sinkAx | uy , .
k A k
tj. divergenci vSech modu, kterd je tim rychlejsi, ¢im vétsi je tzv. Courantovo ¢islo C' = —CEA;. V

dusledku této numerické nestability se mohou napf. hodnoty v sudych a lichych bodech neustéle
navzdjem vzdalovat, aniz by to schéma (2.143), ve kterém se tyto soustavy bodu navzajem ovliviiuji
pouze prostiednictvim svych prostorovych derivaci (a nikoliv svoji celkovou velikost{), mohlo
kompenzovat. K potlaceni této nestability je proto tfeba do integra¢niho schématu zavést jisté
stfedovani.

Laxovo schéma Jednu z nekoneéné mnoha moznosti dava tzv. Laxovo schéma vyjadiené rekurentnim

vztahem ) At
n n n C n n
uj+1 = §(Uj+1 +ui_g) — m(uﬂ'l —uj_q) . (2.147)

Metodou von Neumannovy analyzy stability odtud muzeme vyjadfit rekurentni vztah pro fourierovské
slozky

At
aptt = <cos kAzx — ZCA—I sin k:Aa:) ap (2.148)
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a) b) c) d)
n -+ lo o o n + lo o o n + lo

NN ﬂ\, 1/\\

o n o

n — lo o o n — Jlo o o n — lo
j—1 3 j+1 j—1 3 j+1 j—1

Obrazek 2.4: Grafické zndzornéni numerickych schémat — a) FTCS, b) Lax , ¢) leap-frog, d) Lax —
Wendroff; sipka znézornuje uréeni pocateéni hodnoty, prosta cara urceni ¢asové derivace

odkud je ziejmé, ze v tomto schématu jsou vSechny mody stabilni zvolime-li C? < 1. Rovnici
(2.147) muzeme také piepsat ve tvaru
il cAt

n n n 1 n n n
j uj = A, (Ui — W) + 5 (i — 2uf +ujy), (2.149)

ktery se od (2.143) lis{ pfidavnym tfetim clenem. Tento ¢len je tmérny diferencéné vyjiadiené druhé
derivaci u, kterd zjevné piispiva k potlaceni oscilaci funkce u. Takovyto ¢len nazyvame numerickou
(umeélou) viskozitou.

u

Schéma leap-frog FTCS i Laxovo schéma pocitaji prostorové derivace z hodnot na pocatku
casového kroku, ty se v8ak v prubéhu kroku méni. Pfesnéjsi vysledek by daly derivace ve stiedu
casového kroku. Toho lze jednoduse dosdhnout ve schématu leap-frog

jz+1 — un—l CAt

j j E(“jﬂ —uj_q), (2.150)

u

které k hodnotdm v sudych uzlech (podle parity j + n) pri¢ita pifrustky vypoctené z derivaci v
lichych bodech a naopak.

Laxovo — Wendroffovo schéma Velikost numerické viskozity, jakd se objevuje ve tfetim ¢lenu
na pravé strané (2.149), lze zvolit také tak, aby vysledné schéma bylo pfesné do druhého fadu
Taylorova rozvoje podle At

n n 1
Podle vlnové rovnice, kterou dostaneme derivovanim (2.141), totiz 02u = —cd?,u = 292, u, takze
tuto vlastnost ma schéma

utt =l — E(uj+1 —uj_q) + m(ujJrl —2u} +uj_) (2.152)

zavedené Laxem a Wendroffem. Laxovo — Wendroffovo schéma lze také interpretovat jako postupny
odhad hodnot ve stfedech bunék sité Laxovou metodou

1 cAt
n+1/2 n n n n
U’j:l:l//Q = 5(%‘ +ufe) F E(U’jil —uj), (2.153)

z nichz ve druhém pulkroku vypoc¢teme analogicky metodé leap-frog vysledny krok

A
Gt g € t( n+1/2 n+1/2>. (2.154)

Usyrre —Uiq)0

J J Ax
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Schéma upwind Dalsi velmi jednoduchou moznosti je schéma pocitajici prostorové diference
asymetricky ‘po proudu’ (upwind, upstream)

ntl _ nicAt

ul Ui = A (uf —uj_q), (2.155)
které muzeme pfepsat v symetrizovaném tvaru
cAt lc| At
’LL?+1 — u?’ — E(U?+1 — ’LL;-Lil) —+ E(U‘?+1 — QUSL =+ U;—lfl) . (2156)

Cvigeni 6 Proved’te von Neumannovu analjzu stability numerického schématu

“?H =uj — 5(“?+1 —ugj_y) +o(ujyy = 2uf +ui_y)

s obecnou numerickou viskozitou o a aplikujte ji na vijse uvedend nebo dalsi schémata.

2.3.2 N-casticové metody

Alternativni metodou k popisu dynamiky velkého souboru ¢dstic (napf. atomu plynu nebo hvézd
v galaxii) jako kontinua pomoci hydrodynamickych, tj. parcidlnich diferencidlnich rovnic, je jeho
reprezentace pomoci soutadnic velkého poctu ¢astic, pro které fesime pohybové rovnice. Nizka
vypocetni kapacita nds zpravidla nuti omezit se na pocet bodu, ktery je o mnoho radu nizsi,
nez skuteény pocet ¢astic studované soustavy. Kazdd pocitana ¢astice v tom pripadé predstavuje
podstatné vétsi pocet ¢dstic. Tomu je tieba pfizpusobit predevsim zapocCteni vzdjemné interakce
¢4stic. Konkrétni naprogramovini vypoétu muze pracovat bud s trvale sledovanymi &asticemi,
nebo muze pouzivat ruzné varianty metody Monte Carlo s ndhodné generovanymi, nebo ndhodné
interagujicimi ¢asticemi. Vyhodou &asticovych modelt ve srovnani se sitovymi metodami je okol-
nost, ze nemarni vypocetni ¢as na modelovani vyvoje v oblastech s velmi nizkou hustotou, které
nemohou prakticky ovlivnit feSeni v hustych oblastech prostoru.

N-particle simulations. Piimocaré programové implementace simultanniho feseni pohybovych
rovnic zpravidla poéitaji s fddové 10* ¢éstic. Jsou vyhodné zejména pro modelovani systémii
se slabymi bindrnimi interakcemi (hvézdokupy, galaxie, velkorozmeérovd struktura v kosmologii).
Zrychleni jednotlivych ¢astic v dusledku bindrni interakce silné vzrasta pii blizkych setkanich s
jinymi ¢asticemi. Proto jsou vyhodné programy s moznosti proménného ¢asového kroku, voleného
pro kazdou ¢astici podle jeji okamzité vzdédlenosti od nejblizsich sousedu. Uspora strojového casu
na slabé interagujicich ¢asticich pak umoznuje zvysit o fad pocet sledovanych ¢astic.

PIC — Particles in cell. Strojovy cas potiebny k vypoc¢tu zrychleni pii explicitnim zahrnut{
vsech binarnich interakei (rovnéz i jenom vypoéet vzajemnych vzdalenosti, ktery by umoznil odhad-
nout, které interakce mohou byt zanedbény) roste u N-édsticovych metod jako N2. Proto miize
byt vyhodné kombinovat éasticovou metodu se sitovou metodou — rozdélit prostor na objemové
bunky, pro kazdou ¢astici urcovat, ve které bunce se v daném okamziku nachazi, a explicitné pocitat
pouze jeji interakci s ¢asticemi v téze nebo sousedni bunce, zatimco interakce s ostatnimi se berou
jako nésobek poctu castic ve vzdéalené buiice a interakci s charakteristickou ¢astici ve stifedu oné
buiiky. Podobného efektu 1ze dosdéhnout i sdruzovanim vzdélenych ¢astic do jistych kup, nebo napft.
nahrazenim blizkych binarnich interakci ndhodnymi srazkami a vzdélenych interakei s kolektivnim
polem poé¢itanym metodou siti.
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SPH — Smoothed particle hydrodynamics. Podobné jako N-¢asticové simulace, metoda
SPH aproximuje kontinuum velkym poétem éastic v bodech 74(t)|2;, z nichz kazdé je piifazeno
jisté ‘rozmazévaci’ jadro, tj. nezdpornd prostorovd funkce W(r — 74, h) normovand na jednicku
(f WdPr = 1), parametrizovand charakteristickou ‘rozmazévaci’ délkou h, s (prakticky) nenulovym

nosi¢em v malém okoli r,; piikladem jadra W muze byt Gaussova funkce
W(r —rq,h) = K332 exp(—z?), kde z=h"tr—r4l, (2.157)

nebo C?-spojité Wendlandovo jadro s koneénym nosi¢em

21

W(T—Ta,h) = m

(2—2)*2z+1), pro x<2, (2.158)
a W =0 pro z > 2. Jestlize a-t4 ¢astice pfispiva k né¢jaké (intenzivni) fyzikalni veli¢iné ¢ (napf.
hustoté hmoty, hybnosti ¢i energie ap.) extenzivni hodnotou @, (hmotnosti, hybnosti, energif
Céstice), pak stfedni hustota této veli¢iny v bodé r je ddna

(q(r)) =Y QuW(r —ra(t), h) (2.159)

tj. sou¢tem piispévku hustot od vsech ¢dstic. Napiiklad hustotu hmoty p(r) tak muzeme vypocitat
podle (2.159) vztahem

p(r) ~ ZmaW(r —14(t), h), (2.160)

kde m, je hmotnost a-té ¢dstice. Hodnoty intenzivnich velicin ¢(r) (jako je tlak, teplota ap.)
muzeme interpolovat vztahem

() =Y %(J(m)W(r —ra(t),h) (2.161)

a

kde p, je hustota hmoty a-té ¢astice, vypoctend pomoci (2.160) v jejim stiedu r,. (Pro samotnou
hustotu p jsou vyrazy (2.160) a (2.161) identické).

Pro tusporu vypocetniho ¢asu se s¢itani provadi pfes omezeny pocet blizkych ¢astic. K je-
jich identifikaci lze uZit pomocnou prostorovou sit. V piipadé zapoéteni dalekodosahovych sil, tj.
predevsim vlastni gravitace, jejiz skaldrni potencidl je dén feSenim Poissonovy rovnice, je nutné
zapocitat prispévek vSech, tedy i vzdalenych ¢édstic. Ty lze v8ak pro usporu vypocetniho ¢asu
sdruzit do hyerarchicky uspofddanych podmnozin celého souboru (napt. metodou kd-tree), které
pak mohou uréit také blizké sousedy.

Derivovdnim vyrazu (2.159) muZzeme nalézt gradient veliciny ¢ ve tvaru

i 0

(Viq(r)) ~ ; Quz s W(r —ra(t). h) (2.162)

a Casovou derivaci
(Ohg(r)) = = Qav} 6.W(r —74(t), h) (2.163)

- a aarz a ’ )
kde
_4 (2.164)
Va = 2Ta )
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je rychlost a-té ¢astice. Jestlize tedy podle (2.159) vypocteme také hustotu hybnosti (z niz a hustoty
hmoty p lze definovat makroskopickou rychlost v(r))

7(r) = p(r)v(r) = > mava ()W (r = ra(t), h) , (2.165)

pak v dusledku (2.163) a (2.164) tyto veli¢iny identicky spliuji rovnici kontinuity hmoty
op+Vi(pw) =0. (2.166)

Ve srovnani s (2.163) ovsem casovd derivace hustoty hybnosti (2.165) bude
o (r Z ma Zmavavg 577 W(r —rq(t),h), (2.167)
kde druhy ¢len na pravé strané je v analogii s (2.162)
2 Ml o W (= 7a(£),h) = V9 (oo (ol (1)) (2.168)

Abychom dostali rovnici zachovani hybnosti, tj. pohybovou rovnici napt. ve tvaru
0y (pv®) + V7 (p(r)v* (r)v (r) + PY) — pg' = 0 (2.169)

pro hydrodynamiku plynu s tlakem P% v silovém poli ptisobicim zrychleni ¢¢, musi zrychleni kazdé
castice byt ‘ o

dvl, VIpY i

—2=—-—2a Tq) . 2.170

= ot (ra) (2.170)
Hodnotu tlaku P, (zpravidla izotropntho P¥ = P§¥) v kazdé ¢astici je tieba urcit z dalsich
predpokladi, napf. ze stavové rovnice. Podle (2.161) pak muzeme tlak interpolovat do libovolného
bodu a v analogii s (2.162) muZeme vypocitat i gradient tlaku

. Mg 0
ViP(r) ~ za: EPQWW(T —7a(t), h) (2.171)
v kazdém bodeé, tedy i ve stiedu kazdé ¢éstice (kde je derivace jadra nulovd, takze gradient tlaku
je urcen okolnimi ¢asticemi). Integrovanim pohybovych rovnic (2.164) a (2.170) tak dostdvame
pohyb ¢astic plynu v Lagrangeovském popisu hydrodynamiky, tj. jeho proudnice.

Metodu SPH lze dédle doplnit o feSeni rovnice zachovani energie, zapoc¢itani magnetohydrody-
namiky a dalsich jevi — viz napf. [11].
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Dodatek A

Vybér z diferencialni geometrie

A.1 Tenzorova algebra

V této kapitole budou shrnuty zékladni algebraické vlastnosti vektort, tenzoru a dalsich geomet-
rickych objekti, tj. vlastnosti odpovidajici chovani a vztahtum jimi popsanych fyzikélnich veli¢in v
jednotlivych bodech piislusného fyzikalniho prostoru (napf. prostoro¢asu nebo fdzového prostoru),
nikoliv vSak jejich prostorovym zméndm.

A.1.1 Vektory a kovektory, tenzorovy souc¢in a uzeni

Definice 1 Vektorovy prostor nad télesem! skaldri (zpravidla redinych ¢isel R, nebo kom-
plexnich cisel) je mnozina T vektori, na které je ddna operace scitdni s vlastnostmi:
a) asociativnost, VX, Y, Z e T: ( X +Y)+Z =X+ (Y + Z)
b) komutativnost: X +Y =Y + X
¢) 30 € T (nulovy vektor): X +0=X VX e€T)
d)VX €T, 3—X €T (opacny vektor): —X +X =0,
a ddle je na T ddno ndsobeni skaldrem s vlatnostmi:
e) VX €T, a,b € R: a(bX) = (ab)X
fl1LX =X
g) distributivnost vici sc¢itant vektoru: a(X +Y) = aX 4+ aY
h) distributivnost vici sc¢itdni skaldri: (a + b)X = aX + bX.
Vektory X;|™_, jsou linedrné zavislé, jestlize Ja;|"; € R: Y a2 #0, > a; X; = 0.
T je n-dimenziondlni, jestlize v ném existuje tzv. bdze n linedrné nezdvislych vektoru a kazdd
n + 1-tice vektord je linedrné zdvisld.
Duadlni vektorovy prostor T* je prostor linedrnich zobrazeni

ET—-R.
{exlp_, €T} a {087, € T*} = {ex|7_,}* jsou vzdjemné dudlni baze T a T*, jestlize

Gi(ej) = (5; . (Al)

Ziejmé T* k n-dimenzionalnimu T je rovnéz n-dimenzionalni. Ztotoznujeme T** = T a piSeme

£(X) = (6X) = X'¢; ,

I Téleso je asociativni okruh s jednotkou (a.1 = 1.a = a), ve kterém pro kazdy nenulovy prvek a existuje inverzni
prvek a~! (a.a™! = a~l.a = 1). Okruh je komutativn{ grupa (vii¢i s¢itdn{) s oboustranné distributivnim nasobenim.
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kde X = X'e; € T a ¢ = £,0° € T* (pres shodné horn{ a dolnf indexy se s¢ita).
Definice 2 Prostor T} tenzoru typu (p, q) je prostor multilinedrnich zobrazend

AT X .. xT"xTx..xT—=>R.

p q

Na mnoziné tenzoru véech typu je definovdna operace tenzorovy souéin

®: TP x T = TP

q+s
tak, Ze
(A B)(&, .m0 X, .Y, ) = A(E, ., X, ..).B(n, ..., Y, ) (A.2)
NN N e e N~~~
p r q s P q r s

a zobrazeni \zeni v i-tém a j-tém indexu

tak, Ze
(AVE oy X, Y ) =D A, 08, X e, Y ) (A.3)
I e e A N T g
i—1 p—i j—1 q—7 i—1 p—i jg—1 q—7

kde {ex|r_,} = {0%|n_,}* jsou libovolné dudlni bdze.

Ziejme plati dim(7P) = nP*9. Tenzorovy soucin tvoif algebru v prostoru direktnich soucti

ooa—0ly. Kazda (nikoliv nutné dudlni) dvojice bdz{ na T" a T™ indukuje bdzi na T} (tvofenou

tenzorovymi souciny jejich prvki), v niz lze tenzor A € TP vyjadiit slozkove
A=A} e ®.. ®e, @07 ® ... @00

Lze ovérit, ze definice Uzeni je nezavisla na volbé dvojice dualnich bézi.

A.1.2 Vnéjsi algebra

Definice 3 Prostory p-vektora NPT C T} resp. p-forem APT* C Tp0 (p < n) jsou podprostory
tenzoru antisymetrickych ve vsech argumentech. Vnéjsi soucin je zobrazent

A APT x NIT — APTIT

takové, Ze

—1)lel
(EAY)(E o) = T DX V) ot ot (A1)

[ea

kde |o| je parita permutace o éisel 1,...,p+ q. Vnitini souin p-formy £ a g-vektoru X je |p — q|-
forma resp. vektor vznikly ziZenim jejich tenzorového soucinu v prunich min(p, q) indexech,

(€X) = (e X).

Ziejmé plati ze dim(APT) = (), A°T = R, AN'T =Tj =T, AN'T* = TP = T*. Vnéjsi souéin je
antisymetricky
(XAY) = (—1)®(Y A X) (A.5)

linedrni a asociativni. Tvoi{ tedy (tzv. Grassmannovu) algebru v 2”-dimenziondlnim prostoru di-
rektnich souctt @, _q(APT).
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Definice 4 Zvolime-li na n-dimenziondlnim prostoru T jednotkovou n-formu ¢ € A"T*, pak
tato definuje dualni zobrazeni
x 1 NPT < A"7PT™

tak, zZe pro A € NPT, w € N\PT™

1
*xA = 27!<€A> . (A.6)
_ 1 E A7
o = H<w ) (A.7)

kde E € AT je jednotkovy n-vektor, pro ktery
xB=1. (A.8)

Plati

wxw = (—1)PP)yy (A.9)

Vnéjsi soucin p-vektoru je tfeba odlisovat od vektorového soucinu vektoru, ktery je také an-
tisymetrickd a bilinedrn{ operace (nékdy také oznacovana symbolem A), ale definovand pouze na
3-dimenziondlnim vektorovém prostoru. V takovém prostoru s metrikou lze vektorovy soucin Z
vektoru X,Y lze konstruovat zvednutim indexu jejich kontrakce s jednotkovou 3-formou, Z =
XxY =g, XRY)).

A.1.3 Skalarni souc¢in

Definice 5 Symetrickyj, tzv. kovariantni metricky tenzor g € T3, pro jeho? slozky gij v libo-
volné bazi T* je
det(gi;) # 0,
definuje na T skaldrni soucin
(. ):TxT—>F
tak, Ze proVX,Y €T

(X.Y)=(Y.X)=g(X,Y) = g;; X'Y7 (A.10)
(kde X* a Y7 jsou slozky v dudini bdzi), ddle definuje snizovani indexi, tj. zobrazeni
g:T—T"
tak, Ze
(g(X)Y) = g(X,Y). (A.11)

g ddle indukuje k nému inverzni zobrazend (zvySovani indexia)
g T =T,
které definuje skaldrni soucin na T*

(&n) = (:8) = glg™ ()97 (n)) = g"&m;j , (A12)
kde g jsou slozky kontravariantniho metrického tenzoru g=! € Tj. Bdze {e;} je orto-
gonalni, jestlize

(61'.6]‘) =0 pro i #] )
a ortonormalni, jestliZe
(67;.6]‘) = :‘:(5” .
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A.2 Tenzorova analyza

V této kapitole budou shrnuty zakladni vlastnosti te¢nych vektoru, vektorovych a tenzorovych
poli a jejich derivaci na zakiivenych prostorech (varietdch) jako je napi. obecné relativisticky
prostorocas.

A.2.1 Tecné vektory a n-formy na varietach

Definice 6 Topologicky prostor M je diferencovatelna varieta dimenze n, jestliZe je ddn tzv.
Uuplny atlas souradnicovych map, tj. lokdlné definovanich zobrazeni

wv:M—R"

pokryjvagicich celé M takovijch, Ze v priniku jejich definiénich oborii je po v~ nekoneéné dife-
rencovatelné s nenulovym jakobidnem.

Definice 7 Necht M je diferencovatelnd varieta a F prostor redlngjch funci (“skaldri”) na M.
Tecnym vektorem v bodé A € M nazveme zobrazeni

Xa: F—>R
které je linedrnt, tj. splniuje
Xa(f +cg)=Xa(f) +cXalg) (A.13)
pro libovolnd f,g € F, c € R, pro které plati
Xa(f.9) = Xa(f)-9(A) + f(A).Xalg) . (A.14)

Mnozina T4 vSech teénych vektori v pevném bodé A se nazyvd fibre, a jejich sjednoceni B =
UaemTa teény bundle.

Vlastnost (A.13) urCuje, ze X4 jsou linedrni zobrazeni na (co-dimenziondlnim) vektorovém
prostoru F. Te¢ny fibre tedy tvoii opét linedrni vektorovy prostor vici operacim séitani a ndsobeni
¢islem definovanym vztahem

(Xa +cYa)(f) = Xa(f) +cYalf) -

Vlastnost (A.14) uréuje, 7ze X 4 se chovéa jako derivace (tedy napt. XA(f") = nf" tXa(f)),
takze tecny vektor je diferencidlni operator. Lze ukéazat, ze soutadnicové vyjadieni X4 v mapé u
(w(A) = (Y, ...,2%)) m4 tvar

.0

(for™ Ml - (A.15)

Fibre T4 je tedy n-dimenzionalni vektorovy prostor a {& ™ .} jeho souradnicovd béze in-
dukovand mapou p. Tecny bundle B tvofi 2n-dimenziondlni varietu, jejiz atlas je tvofen vSemi
mapami slucitelnymi s mapou, kterd VX 4 € Ty ptitadi (x}4, e T, X}L‘, X)) € R,

Definice 7 odpovidd intuitivni pfedstavé vektoru X, jako Sipky z bodu A € M do (in-
finitezimdlné vzddleného) bodu A + A tak, ze pro Vf € F (a specidlné i kdyz za f zvolime slozku
soufadnicové mapy) X 4(f) uddva linedrni ¢len Taylorova rozvoje

fA+A) = f(A)+ Xa(f) -
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Definice 8 Necht M je diferencovatelnd varieta a F prostor redlnych funci (“skaldri”) na M.
Tecény vektorovy prostor T na M je prostor teénych vektoru X (neboli “kontravariantnich vek-
torovgch poli”) na M, tj. prostor zobrazeni

X F=F
kterd jsou linedrni a diferencidlng, tj. spliuji
X(f +cg) = X(f) +cX(g) (A.16)

X(f.9) =X(f).g+ fX(g) (A.17)
pro libovolnd f,g € F, c € R.

Vektorové pole na M tvori n-dim. podvarietu te¢ného bundlu.

Defini¢ni obor {A € M} vektorového pole 1ze omezit na libovolné N ¢ M (X : F(M) — F(N)).
Je-li N podvarieta M, pak T'(N) je podprostor T'(M) vektoru teénych k N. Ziejmeé totiz kazda
funkce na M je soucasné funkci na N, proto tetny vektor na N je vektorem i na M, definovanym
pouze v bodech N a ’'necitlivym’ k rozdilnému chovani funkci mimo N. Kazda souradnicovd mapa
u(A) = {z%(A)|™,} indukuje ve svém definiénim oboru soufadnicovou bdzi {9,:|" ;} (rozumi se
Opif = 52 (f o p™1)). Pii piechodu k soutadnicim {y'} se prvky soufadnicové baze transformujf

Oyl
Opi = =——0,5 . A.18
.= Lo, (A18)
Tvrzeni 1 Komutdtor
[X,)Y]=XoY —-YoX (A.19)

vektoru X, Y je vektor.

Pro dukaz je klicovd vlastnost komutatoru dand rovnici (A.15), kterd plati, protoze smiSené cleny
typu X (f).Y(g) se vyrusi. Prvky soufadnicové béaze komutuji (jsou 'holonomni’). V obecné bazi

{ei} ={0'}"

(X, V] = (X(Y*) = Y(XF) + XY ey (A.20)
kde
Ci‘cj = _Cfi = ek([eh ej]) (A.21)

jsou tzv. koeficienty struktury dané béze.

Definice 9 Koteény vektorovy prostor T* je dudlni vektorovy prostor 1—forem neboli “kovari-
antnich vektorovijch poli”, tj. prostor zobrazeni

&E:T— F.
Analogicky prostor T} tenzoru typu (p,q) je prostor multilinedrnich zobrazend

AT 'x ... xT*"xTx..xT—=F

p q

a prostory p-vektoru resp. p-forem jsou antisymetrické podprostory T§ resp. Tg .V prostorech
vSech tenzoru resp. p-vektoru a p-forem jsou definovdny tenzorovy soucin a uZeni, resp. vnéjsi a
vnitrnd soucin analogicky definicim 2 a 3.
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Tenzor typu Tz? na M je soucCasné tenzorem téhoz typu na podvarieté N C M, spec. p-forma
na M je p-formou na N (nenulovou pouze pro p < dimN).

Definice 10 Vnéjsi diferencial je linedrni zobrazeni

d: NPT* — APHLIT™

takové, Ze
df(X) = X(f) (A.22)
pro f € NOT* = F,
dw An) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn) (A.23)
pro w € N\PT™* q
ddw =0. (A.24)

Pro kazdou soufadnicovou mapu {z¢|"_;} tvoii {dz?|"_,} bazi T*, ktera se transformuje

ox’

de' = 9y dyy’ (A.25)
a je dudlni k bazi {0,:|,}
Tvrzeni 2 Pro I-formu w je
(X, Y) = X((¥)) = Y ((X)) - w((X,Y]) . (A.26)

Dikaz: V libovolné soufadnicové bézi plati podle (A.18)

X)) =Y (X)) -w(X,Y]) = X(w;¥7) =Y (w;X?) —w;(X(¥Y7) - V(X)) =
= X(w))Y? =Y (w)X? = (dw; Ada?)(X,Y) = dw(X,Y)

Q.E.D.
Dusledek: V duéln{ bézi 1ze koeficienty struktury vyjadrit alternativné k (A.21) jako

ok = —do*(e;,e)) . (A.27)

Definice 11 w € APT* definuje miru (integrdl) na p-dimenziondind podvarieté N C M

/w _ /w(3m17...,8xp)dml...dxp , (A.28)

kde {z'|_,} je libovolnd souradnicovd mapa na N.

Tvrzeni 3 Zobecnéna Stokesova véta Pro uzavienou p-dimenziondlni hranici OV (p + 1)-

dimenziondlni oblasti V' plati
/ dw = / w . (A.29)
1% av

Definice 12 Vnitini derivace je zobrazeni 6 : T — F takové, ZeVf € F a X,Y €T plati

S(FX+Y) =X(f) + f6X + Y . (A.30)
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Vnitini derivace vektorového pole X je tedy ve zvolené bazi v n-dimenzionalnim prostoru déana
n-tici funkef (derivacemi jednotlivych prvku béze),

6X = e;(X') + X'e; . (A.31)
Kazda n-forma €2 na n-dimensionalni varieté urcuje vnitini derivaci § vektoru X vztahem
d{QX) = (6X)Q. (A.32)
V soufadnicové bézi, ve které Q = Qodz' A ... Adz™ a X = X'0;, totiz
d(QX) = 9;(QX")dx A ... Adx™ = (0;(X") + X0;(InQp))Qoda’ A ... Adx™ | (A.33)
coz odpovidé vztahu (A.31), jestlize vnitini derivace prvku béze 9; zavedeme vztahem
00; = 0;(InQ) . (A.34)

Naopak, obecnou vnitini derivaci ¢ lze zapsat ve tvaru (A.33), jestlize lze nalézt funkci Qg tak, aby
spliiovala rovnice (A.34), tj. jsou-li splnény podminky integrability téchto rovnic

0:(60;) = 9;(5;) . (A.35)

které maji v obecné béazi tvar

ei(éej) —€j ((561') = 6[ei,ej] . (A36)
Dusledek: Pro vnitini derivaci ¢ spliujici tyto podminky plati podle (A.32) a (A.29)

/ 6X) = [ (QX). (A.37)
14 oV

A.2.2 Afinni konexe

Definice 13 Afinni konexi nazveme zobrazeni

V:TxT—T

takové, 2e VX, Y, Z €T, f € F
VivizX = fVy X + VX (A.38)
Vx(fY+2)=X(f).Y + fVxY +VxZ. (A.39)

Afinni konexe VxY se tedy chova tenzorové vuéi indexu X a diferencidlné vici argumentu Y,
tj. popisuje zménu pole Y podél pole X. V libovolné dudlni bézi {e;} = {#*}*

VxY = (X(Y*) + YWk, (X)) .ex , (A.40)

kde , .
wki — wkijej — ak(vej €i).9J (A41)

jsou 1-formy konexe v piislusné bézi (jejich slozky wkij jsou tzv. Ricciho rotaéni koeficienty).
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Pozadavkem
X((&Y) = (Vx&Y) + (EVxY) (A.42)

resp. analogickym pozadavkem na rozderivovani tenzorového soucinu a jeho zuzeni, je definovéna
afinni konexe také na 1-formach

Vi€ = (X (&) — &' (X)) 6° (A.43)
resp. na tenzorech T¥ jako zobrazeni
VT xT]—TF
takové, ze VA € TP, X,Y, ... € T,¢, ... € T*
X(A(,...,.Y,...) =VxA(E .Y, . )+ AVxE LY )+ o+ A, VY L)+ (Ad4)

Definice 14 Kovariantni derivaci (odpovidajici afinni konexi V) nazveme zobrazeni

D:TP = TP,
takové, Ze VA€ TP, X €T
(DA® X)=VxA. (A.45)

V libovolné dudlni bazi {e;} = {#"}* znaéime

DA=V A0 =A% ) ®.. @6, @07 ®..0 00 @0, (A.46)
a piseme o S o S
115050 . ] yeensly Tyeunyl 7 155 7
A e = A e T AT et A e s (A.47)
kde

Wyesip i1 yenrip
Giedark en(A; 050 -

Definice 15 Divergenci vektorového pole X (odpovidagici afinnd konexi V) nazveme skaldr, ktery
je zuzenim kovariantni derivace X, tj.

divX = (DX) = X", + X'wF, . (A.48)
Porovndnim tohoto vztahu s (A.31) je ziejmé, ze divergence je vnitin{ derivac{ a jeji pusoben{
na vektory baze je ddno zizenim Ricciho rota¢nich koeficient,

Se; = why, . (A.49)

Matice 1-forem konexe (viz (A.41)) se nechové tenzorové v indexech k a i pfi prechodu k jiné
bézi, avsak lze z ni tenzory vytvorit.

Definice 16 Jestlize V je afinnd koneze, pak tenzorem torze (urcengm touto konexi) nazveme
tenzor Q € (T @ A*T*) C T) takovy, 2e VX,Y € T

VxY - VyX - [X,)Y]=(Q,X®Y) (A.50)
a tenzorem k¥ivosti nazveme tenzor R € (T @ T* @ N\*T*) C Ty takovy, 2 VX, Y, Z € T

VxVyZ —-VyVxZ -V ixy)Z = (R,ZRXR®Y). (A.51)
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Oba tyto tenzory jsou antisymetrické v poslednich dvou argumentech (X a Y’), proto je lze ve
zvolené bézi reprezentovat 2-formami torze 7% resp. kiivosti Qki tak, ze

Q=e,a7",

R=e, @0 @ 0F, .
Z porovnéani (A.40) a (A.20) je ziejmé, ze

VxY = VyX — [X,Y] = (YiF (X) - X' (V) = XY} e, (A.52)
takze
k k k k
Q% =w"j; — W — ¢ (A.53)

Tvrzeni 4 Cartanovy rovnice struktury proni
™ = do* + W A 6 (A.54)

a druhé 4
QF, = dw”, + wkj Aw’; . (A.55)

Specidlné pro konexi bez torze je pravéd strana (A.54) identicky rovna nule. Dukaz (A.54) plyne

dosazenim (A.27) do (A.53). Podobné (A.55) vyplyvé z (A.51) dosazenim (A.40) a uzitim (A.26).

A.2.3 Riemannovska geometrie

Definice 17 Metrickou konexi nazgjvdme afinni konexi V, kterd zachovdvd skaldrni soucin, tj.
takovou, kterd splrniuje
Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X,VzY) (A.56)

pro vSechna X,Y, Z.

Dosazenim za X, Y, Z bazovych vektoru e;, e;, e, dostavame vztah
dgi; = wij + wji (A.57)
kde 1-formy w;; = gikwkj, nebo ve slozkovém zapisu
er(9ij) = wijk + Wjik - (A.58)

Po snizeni indexu k v rovnici (A.53) muzeme nalézt FeSenf linedrni soustavy (A.53), (A.58) ve tvaru

1
wige = 5(enlgij) +ej(gin) — eilgn) (A.59)
—Cijk t Cjik T Chij

—Qijk + Qjir + Qrij ) -

Afinni konexe je tak jednozna¢né urcena pozadavkem metri¢nosti a pozadavkem vymizeni torze
(pro ktery je tfet{ fddek tohoto vyrazu identicky rovny nule). V soufadnicové bazi, ve které vymizf{
i koeficienty struktury ve druhém fadku, jsou slozky W' nazyvany Christoffelovy symboly (a

obvykle zna¢eny I ik ).
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Tvrzeni 5 Divergence (definovand vztahem (A.48)) odpovidagici metrické konexi bez torze je vnitind
derivace uréend podle vztahu (A.32) n-formou Q objemu jednotkového vzhledem k metrice generugici
konexi

(divX)Q = d(X.Q) . (A.60)
Diikaz: Podle (A.59)
L g 9],
k _ = ki _ )
w Jjk — 29 Gik,j 2|g| ’ (A61)

kde |g| je determinant matice kontravariantnich slozek metriky (slozka ¢g°* jakozto prvek matice
inverzni ke kovariantnim slozkam metriky je totiz podil subdeterminantu ke g;; a celého determi-
nantu |g|). Metrickd divergence tedy spliiuje podminku (A.34) pro

Q = /=£|gldz* A ... Adz™ (A.62)

coz je n-forma objemu jednotkového vuéi g, kterd mé v libovolné ortonormélni bazi jednoduchy
tvar Q =01 A ... A O™

Disledek (Gaussova véta): Pro riemannovskou divergenci vektorového pole X plati podle
(A.37)

/V (divX)Q = / (QX) . (A.63)

2%

Tvrzeni 6 Pro metrickou konexi spliiuji slozky R'y,,, = (), e1®en,) tenzoru kifivosti antisymetrii

Rikim = —Riitm - (A.64)
Pro konexi bez torze spliugi symetrii
Ry = Rt + Rl + Ry = 0, (A.65)
a tzv. Bianchiho identity
Ry = Rlmin + Blnizm + Bl =0 - (A.66)

Na n-dimensionalni varieté md Riemannuv tenzor, tj., tenzor kiivosti urceny metrickou konexi
bez torze 73n*(n? — 1) algebraicky nezdvisljch slozek.
Ricciho tenzor Ry, = R';,,, je potom symetricky.

Tvrzeni 7 Vektor X = % teény ke geodetické krivee x = x(t), tj. krivce, kterd je extremdlou délky

S,
0=1068= 5/ VX, X)dt , (A.67)
je paralelné prendsen podél této krivky, tj.
VxX =0. (A.68)
Dukaz: Rovnice extremdly akce S = [ L(z,4)dt dostaneme variovdnim dz drdhy x a jejich

derivaci 6. K vyjadieni lagrangidnu geodetiky v tomto tvaru je vyhodné vzit slozky (X* = i?)
tecného vektoru X = <4 v soufadnicové basi d,: soufadnicového systému z°, tj.

— dt
L(z, &) = \/gi;(z)@idd . (A.69)
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Dosazenim tohoto lagrangianu do standardniho postupu variovani

0=268= /6L(m,:’c)dt = / B’; - % (gi” Swdt | (A.70)

dostdvame vztah

1 o d s J
0= gia(a)iia — & (94T T 9T ) (A.71)
2v/g(, ) dt \  2/g(, )
tj.
0= *(gij,k — Gik,j — gkj,i)l“ ! — gipd' — gin® 9(55,95)* | - (A'72)
2 dt \ /g, %)

Tento vztah plati pro libovolnou parametrizaci drahy x(t). Jestlize navic nalozime podminku aby ¢
byl afinni parametr, tj. t = S, pak g(&,4&) = 1 a posledn{ ¢len vymizi. S touto podminkou muzeme
geodetiku vypocitat i z ekvivalentniho varia¢niho principu

0= 6/g(:’r,:’c)dt : (A.73)

Vzhledem k tomu, Ze v soufadnicové bézi c;;; = 0, nalézdme porovnanim prvniho ¢lenu na pravé
strané (A.72) s rovnici (A.59), Zze odpovidd —wy;;4* 47 metrické konexe bez torze (Q;;r = 0) a prvni
dva ¢leny tak ddvaji levou stranu rovnice (A.68).

A.3 Lieova derivace a Killingovy vektory

Definice 18 Lieova derivace £x podle vektorového pole X je zobrazeni £x : T} — T} takové,
ze

£x(A®B)=(£xA) @ B+ A® (£xB), (A.74)
£x(A) = (£x4), (A.75)
£xf=X(f) pro Vf € Ty, (A.76)
a
£xY =[X,Y] pro VY € Ty . (A.77)

Ve srovnani s rov. (A.38) pro afinni konexi pfibyva na pravé strané vyrazu
LixizY = fExY +£2Y -Y(f)X (A.78)
tfeti ¢len. Proto v obecné bazi {e;}
LxY =X"L£,.Y —Y(XVe; = Xle;(YF)ep — YEerp(XVe; + XY ey, en] , (A.79)
a specidlné v soufadnicové bazi
(ExY) = XMV —YEXT (A.80)

Protoze pro o € T}
Ex(0,Y) = (£x0,Y) + (0, £xY) (A.81)
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pro slozky Lieovy derivace ko-vektoru plati obecné

(Ex0o)i = (£x0,e)=£x(0,e;) —(0,£xe;) = X(0;) — (0,[X,e5])
= XPep(oy) + ei(XF)op — XF (0, [er, ei]) . (A.82)

V soufadnicové bazi {dz'} tedy plati pro slozky

(Ex0)i = XFoip + o X", (A.83)
a pro derivace prvku baze '
£x(da®) = X* da? (A.84)
takze pro libovolny skalar f
£x(df) = d[X(f)] . (A.85)

Podobné pro Lieovy derivace vyssich tenzoru pribyva k derivacim slozek pro kazdy kontravari-
antni nebo kovariantni index ¢len s derivacemi X analogicky druhym ¢lentim v rovnicich (A.80)
nebo (A.83). Jestlize varieta je riemannovskd, parcidlni derivace v téchto rovnicich mohou byt
nahrazeny i kovariantnimi derivacemi, protoze pridavné cleny s konexemi se v dusledku symetrie
wi(jk) vzajemné vyrusi. Specidlné pro p-formu o plati (vzhledem k (A.84))

£xo = £x(oi..,d"" A Ada'r) = (Xkail_“ip’k + Z ail...k...ipXk,ik)dxil A Ndz' =
= d{o,X) . (A.86)
Tvrzeni 8 Nechf na n-dimenziondlni varieté M je ddna jednoparametrickd grupa pohybi (tj. zo-
brazeni M xR — M takové, ZeVw € R axg € M Iz, = x(x9,w) € M ). Pak pro kaZdou otevienou

oblast X (kterd se grupovgm pohybem transformuje na ¥,,) p-dimenziondlni nadplochy (p <n) a
p-formu o € NPT* plati

d
— o= / £ao. (A.87)
dw Ew Ew dw
Diukaz vyplyvé ze zdménnosti integrace a derivace v soufadnicovém vyjadieni
0 0 Oxt  Ox'r
= y = . )dS1...dS, = i = ———dS7...dS,, A.88
/Zwa /(a 0s1 as,,> 51---A5p /Uzl”'z" 0s1 0sp 5105 ( )
kde {s1, ..., sp} je libovolnd parametrizace nadplochy Yo, pfendsend grupovym pohybem i na nad-
plochy %, (z¢ = z%(s1...sp,w)|™ ;) a %ﬂ: jsou souradnicové slozky vektoru te¢nych k témto
plocham. Vektor te¢ny k pohybovym trajektoriim je v souradnicovém vyjadieni
d oxt 0
X=—= —, A.89
dw  Ow O0x* ( )
takze derivovanim (A.88) dostdvame
d RN Y~ oz 9%zt Oxtr
— = e XE . dsy..ds,, (A.90
dw /sz o / Oiy...ip,k 881 8sp ;0’11...% 881 8sk8w 8sp 1 p ( )

coz podle (A.86) souhlasi s pravou stranou dokazovaného vztahu (A.87).
Definice 19 Na riemannovské varieté s metrikou g se vektor € nazyvd Killingtv vektor, jestlize

£eg=0. (A.91)
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Vyjadiime-li tuto podminku v souradnicovych slozkach

0= (£¢9)ik = &' giry + glkfl;i + gizfl;k ; (A.92)

dostavame
0= &kyi + &iske (A.93)

protoze pro metrickou konexi kovariantni derivace slozek metriky identicky vymizi.

Tvrzeni 9 Jestlize X = % je vektor teénij ke geodetice, pak pro kazdy Killinguv vektor & je skaldrni
soucin g(&,X) konstantni podél této geodetiky.

Dikaz: p
2006 X) = (G X" X" = G X'XF + XN XT =0, (A.94)

protoze prvni clen vymizi diky antisymetrii {.; podle (A.93), a druhy ¢len podle rovnice geodetiky
(A.68).
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